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» CHU'ONG I. ’'NG DUNG PAO HAM PE KHAO SAT HAM SO

Bai 1 - TINH PON PIEU VA CU’C TRI CUA HAM SO

1. TINH BON PIEU CUA HAM SO.

a) Khai niém tinh don diéu cta ham sé6.

Gia st K 1a m{t khoang, mot doan hodc mot ntra khodng va y = f (x) 1a ham s xéc dinh trén K.
Ham s§ y = f (x) dwoc goila dong bién trén K néu Vx,x, e K, x, <x, = (%)< f(x,).

Ham s§ y = f (x) dwoc goila nghich bién trén K néu vx, x, K,x1<x2 = f (x1)> f(x,).

Chii

Néu ham s6 déng bién trén K thi d6 thi cia ham s6 di 1én tir trai sang phai

Néu ham s6 nghich bién trén K thi d6 thi ctia ham sé di xu6ng tlr trdi sang phai
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a) Ham s8 dong bién trén (a;b).

b) Ham sé nghich bién trén (a; b).

Ham s6 déng bién hay nghich bién trén K con dwoc goi chung l1a don diéu trén K. Viéc tim cac
khodng déng bién, nghich bién ctia ham s6 con dwgc goi 1a tim cac khoang don diéu (hay xét tinh
don diéu) ctia ham sé.

Khi xét tinh don diéu cia ham s6 ma khong chiré tip K thi ta hiéu la xét trén tip xac dinh cia ham
s6 do.

PINH LI

Choham 6 y = f (x) c6 dao ham trén khoang K.

Néu f'(x)>0 véimoi xe K thihamsé f (x) dong bién trén khodng K.

Néu f'(x)<0 véimoi xe K thiham s f (X) nghich bién trén khoang K.

Cha y.

Dinh If trén vin ding trong truong hop f'(x) bing 0 tai modt s§ hiru han diém trong khoang K .
Ngudi ta chirng minh dwgc ring, néu f'(x)=0 véi moi xe K thiham sé f (x) khong déi trén
khoang K.

b) St dung bang bién thién xét tinh do'n diéu cia ham s6:

L
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Céc budc dé xét tinh don diéu cia hams§ y = f (x) :
(1). Tim tap xac dinh ctia ham sé.

(2). Tinh dao ham f '(x). Tim cc diém X, (i =1,2,...) ma tai d6 dao ham bing 0 hodc khong ton tai.
(3). Sdp xép cac diém x; theo thit tw ting dan va lap bang bién thién ctia ham sé.

(4). Néu két luan vé khoang dong bién, nghich bién ctia ham sé.

GIAI HOAT PONG SGK

Tra l&i cau héi Hoat dong 1 trang 6 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Quan sat do thi cia ham s§ y = x* (H.1.2)

Va
2l
-. 3l y X
\ S
5 2 10 1 2 5%

Hinh 1.2

a) Ham s6 dong bién trén khodng nao?
b) Ham s6 nghich bién trén khodng nao?

Phwong phap giai:
Str dung kién thirc vé tinh déng bién, nghich bién ctia ham sé dé tim khodng dong bién, nghich
bién: Gia st K 1a mot khodng, mot doan hodc mét ntra khodng va y = f (x) 12 ham s6 x4c dinh

trén K.

Ham s§ y = f (X) dwoc goila dong bién trén K néu Vx, X, e K, x, <x, = f ()< f(x,)

Ham s8 y = f (x) dwoc goi 1a nghich bién trén K néu vx,x, € K, x (X, = f(x,)) f (x,)
Lovi giai

Tir d6 thi ta thiy:

Xét khoang (0;+00) : VX, X, € (0;+0),% <X, thi x? <x? hay f(x )< f(X,).

Suy ra, ham s8 y = x* dong bién trén (0;+).

Xétkhodng (—;0) : Vx, X, €(-0;0),% <X, thi x* >xZ hay f(x)> f(x,).
Suy ra, ham s y = x* nghich bién trén (—;0).

Vi du 1: Hinh 1.4 12 d0 thi ctia ham s6 y = f (X) =|x|. Hiy tim c4c khoang dong bién, khoang
nghich bién cda ham s6.
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Loi giai
}.’H
¥=Ix
0 X
Hinh 1.4

Tap xac dinh cia hams61a R.
T d6 thi suy ra: Ham s& dong bién trén khoang (0;+), nghich bién trén khodng (—;0).

Tra lori cau héi Luyén tap 1 trang 6 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Hinh 1.5 12 db thi cia ham s& y = x® —3x® + 2. Hay tim cac khodng dong bién, khoang nghich bién

cua ham so.

I
Hinh 1.5
Phwong phap giai:
Str dung kién thirc vé tinh déng bién, nghich bién cia ham sé dé tim khoang déng bién, nghich
bién:

Néu ham s6 déng bién trén K thi do thi ciia ham s6 di 1én tir trai sang phai.
Néu ham s6 nghich bién trén K thi d6 thi cia ham s6 di xuéng tir trai sang phai.
Lo giai

Tip xac dinh cia hams61a R.

Trong khodng (—0;0) va (2;+c0) thi dd thi ham s8 y =x°—3x’ +2 di 1én tir trdi sang phai nén
ham s§ y = x> —3x* +2 dong bién trén khodng (—;0) va (2;+w).

Trong khoang (0;2) thi d thi ham s8 y = x° —3x® + 2 di xu6ng tlr trai sang phai nén ham s§

y =x°—3x’ + 2 nghich bién trén khoang (0;2).

Tra lori ciu héi Hoat dong 2 trang 6 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
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Hinh 1.6

a) Xét d4u dao ham ctia ham s§ trén cac khoang (—;-1),(1;+). Néu nhn xét vé mdi quan hé
gitra tinh dong bién, nghich bién va diu cia dao ham trén moi khodng nay.
b) C6 nhan xét gi vé dao ham y' ctia ham s§ y trén khoang (-11) ?

Phwong phap giai:
Str dung kién thirc vé tinh déng bién, nghich bién ctia ham sé dé tim nhan xét:

Néu ham s6 dong bién trén K thi do thi cia ham s6 di 1én tir trai sang phai.

Néu ham s6 nghich bién trén K thi d6 thi ctia ham sé di xudng tir trai sang phai.
Loi giai

a) + Xét khoang (—;-1) tacé: y' =(-x) =-1<0

Trong khodng (—;—1) ta thdy ham sd y nghich bién va dao ham y’'<0.

Xét khoang (1; +00) tacod: y=x'=1>0
Trong khoang (1;+c) ta thdy ham s8 y dong bién va dao ham y'>0.
b) Trong khoang (-11) tacé: y'=(1) =0

Trong khoang (-1;1) ta thiy ham s y khong d6i va dao ham y' =0.

Vi du 2: Tim cac khoang dong bién, khoadng nghich bién ctia ham s6 y = x> —4x+2.
Loi giai

Tap xac dinh cia hams61a R.

Tac6: y'=2x—4y' >0 véi Xe(2;+x0);y' <0 voi xe(—»;2).

Do d6, ham s& dong bién trén khodng (2;+c), nghich bién trén khoang (—«;2).

Tra loi cau héi Luyén tap 2 trang 7 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc

Tim c4c khoang dong bién, khodng nghich bién clia ham s6 y = —x* +2x+3.

Phuong phap giai:

S dung kién thirc vé dinh 1i vé tinh dong bién, nghich bién ctia ham s6 dé tim khoang dong bién,
nghich bién: Cho ham s8 y = f (X) c6 dao ham trén khoang K.
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Néu f'(x)>0 véimoi xe K thiham s f (x) dong bién trén khoang K.

Néu f'(x)<0 véimoi xe K thiham s f (x) nghich bién trén khoang K.
Lori gii

Tap xac dinh cia hams61a R.

Tac6: Y =-2x+2,y >0 voi xe(—0;1); y<0 voi xe(L+»).

Do d6, ham s& dong bién trén khoang (—;1) va nghich bién trén khoang (1;+).

Tra lori cau héi Hoat dong 3 trang 7 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Chohams§ y = f (x)=x°—3x*+2x+1.
a) Tinh dao ham f'(x) va tim cic diém x ma f'(x)=0.
b) Lap bang bién thién clia ham so, tirc 1a 14p bang thé hién diu ctia dao ham va sy déng bién,
nghich bién cia ham s6 trén cac khoang twong trng.
c) Néu két luin vé khodng déng bién, nghich bién ctia ham sé.
Lo giai

a) f’(x)=(x3 —-3x? +2x+l) =3x* —6X+2

F'(x)=0 3% —6x+2=0 3
3++/3
X =
3
Vay x=3_3\/§,x=3+\/§ thi f'(x)=0
b) Bang bién thién:
3-3 3443
X |- +7
3 3
f'(x) + 0 — 0 +
f
(x) 9+24/3 \ o
/ 9 /
Y 9-243
9

c)Hamso y=f (X) = x® —3x” + 2x+1 ddng bién trén khoang (—oo;—

Ham sd y = f (x) = x* =3x* + 2x+1 nghich bién trén khodng [3_T

x*—2x+5

Vi du 3: Tim cac khoang don diéu cia ham s6 y = 1
X -

. O Lién hé tai liéu word todn SDT (zalo): 039.373.2038 7


https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1

Website: tailieumontoan.com

Loi giai

T4p x4c dinh ciia ham s61a R\ {1}.

(2x=2)(x-1)=(x*~2x+5) x2_2x-3
(x-1)? G

Taco: y' = ;Y =0< x=-1hodc x=3.

Lap bang bién thién ctia ham s6:

X —0 -1 1 3 +00
y' + 0 - - 0 +

y %/_4\_00 +w\4/+w

Tl bang bién thién, ta co:

Ham s§ dong bién trén cac khodng (—o0;-1) va (3;+).

Ham s6 nghich bién trén cac khoang (-11) va (13).

Vi du 4: Xét chiéu bién thién cia ham sé y = X;i
X+
Loi giai
TAp x4c dinh ciia ham s§ 1a R\ {-1}.

(x+1)-(x-2) 3

Taco: Y = =
aco:y (x11)° (x+1)°

>0, véi moi x#—1.

Viéc tim cac khoang dong bién, nghich bién ctia ham s6 con dwoc néi gon la xét chiéu bién thién
ctiia ham sé.

Lap bang bién thién ctia ham s6:

X | —o -1 +00

¥ + +

Yy +ot / 1
1 / -

Tlr bang bién thién, ta c6: Ham s§ dong bién trén cac khodng (—o0;-1) va (—1;+o).

Tra l¢oi cau héi Luyén tap 3 trang 9 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Tim cac khoang don diéu cta cdc ham s sau:

— 2 —
a)y:1x3+3x2+5x+2; b)yzw.
3 X—2

Phwong phap giai:
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St dung kién thirc vé cac bwdc dé xét tinh don diéu clia ham s6 dé€ tim khodng don diéu cia ham
s8: Cac budrc dé xét tinh don diéu ciahams§ y = f (x) :

Tim tip xac dinh cia ham sé.
Tinh dao ham f’(x).Tim cac diém x, (i =1,2,...) ma tai d6 dao ham bang 0 hodc khong ton tai.
Sap xép cac diém X, theo thi tw ting dan va 14p bang bién thién ctia ham sd.
Néu két luin vé khodng déng bién, nghich bién ctia ham sé.
Loi giai

a) Tap xac dinh: D=R.

x=-1
Ta cé: y'=xz+6x+5,y':0<:>x2+6x+5:0<:>[x_ .
Lap bang bién thién ctia ham s6:
X |-~ =5 -1 +0
y' + 0 - 0 +
y 31 ot
3
-1
=0 J—
3
Hamsé y= % x° +3x? +5X + 2 ddng bién trén khodng (—o0;—-5) va (—1;+w).
Hamsé y= % x° +3x* +5X + 2 nghich bién trén khoang (-5;-1).
b) Tap x4c dinh: D =R\ {2}.
—2X+5)(Xx=2)—(—X*+5x=7) _y2 _
Ta cb: y'=( )( ) (2 ): X +4x23
(x—2) (x=2)
0| 3 (thoa man)
=0 6a man
y x=1
Lap bang bién thién ctia ham s6:
X | —= 1 2 3 +
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— 2 f—
Hamso y= L;? dong bién trén khodng (1,2) va (2;3).
. =X 4+5x-7 ,
Hamsé y= 5 nghich bién trén khodng (—o0;1) va (3;+x).

Tra 1&i cau héi Van dung 1 trang 9 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc

Gidi bai to4n trong tinh huéng mé& dau bang cach thwc hién Ian lwot cac yéu ciu sau:

a) Theo y nghia co hoc ctia dao ham, van toc v(t) la dao ham cda s(t). Hiy tim van tdc v(t).

b) Xét dau ctia ham v(t), tir d6 suy ra ciu tra 1oi.

Bai todn mé dau:

Xét mot chat diém chuyén dong trén mot truc s6 nam ngang, chiéu dwong tir trai sang phai
(H.1.1). Gid str vi trf s(t) (mét) ctia chat diém trén truc s8 di chon tai thoi diém t (gidy) dwoc

cho béi cong thire s(t)=t>—9t* +15t,t > 0. Héi trong khoang thoi gian nao thi chdt diém chuyén

déng sang phai, trong khodng thoi gian nao thi chit diém chuyén dong sang trai?

t } -
O 5(f)
Hinh 1.1
Phwong phap giai:
a) St dung, kién thirc vé y nghia co hoc ctia dao ham dé tim ham vén téc: Theo y nghia co hoc, van
tdc v(t) 1a dao ham ctia ham s& s(t).

b) Chét diém chuyén dong theo chiéu duwong khi v(t) > 0.
Ch&t diém chuyén dong theo chiéu 4m khi v(t) <0

Lovi giai
a) Ta c6: v(t)=s'(t)=(t* ~9t> +15t) =3t> ~18t +15
b) Tap xac dinh: D=R.

t<1

Ta cé: v(t)>0<:>3t2—18t+15>0<:>(t—l)(t—5)>0<:>L>5

V(t)<0< 3t -18t+15<0 < (t-1)(t-5) <0< 1<t<5

Ch4t diém chuyén dong theo chiéu dwong (sang bén phéi) khi v(t) >0, tirc1a t € (—o0;1) U(5;+0).
Ch&t diém chuyén dong theo chiéu 4m (sang bén trai) khi v(t) <0, tircla 1<t <5.
II. CU’C TRI CUA HAM SO

a) Khai niém cwec tri cia ham so:

Cho hams§ y = f (x) xdc dinh va lién tuc trén khodng (a;b) (a c6 thé1a —oo,b c6 thé1a +oo ) va

diém X, €(a;b).
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Néu ton tai s6 h>0 sao cho f(x)< f(X,) véimoi xe(x,—h;x,+h)=(a;b) va x = x, thi ta néi

ham s f (x) dat cuc dai tai X,.

Néu ton tai s6 h>0 sao cho f(x)> f (X)) véimoi xe(x,—h;x,+h)c(a;b) va x = x, thi ta néi

ham s§ f (x) dat cuc tiéu tai X,.

Chii y
VA
v =/(x)
Giati 7 :
wedai . b e e e e e e o
cure dai , H |
Gia lI‘l {f' R ' :
cure tiéu \\ ' f
] 1
- ] 1
1 1 1
1 1 ] 1
1 1 ] 1
X, x X X v
A fa X
- \\-:-»\_ -
Dicm cure dai Diém cuc ticu

Néuham s§ y = f (x) dat cwc dai tai X, thi X, dwoc goi la diém cuc dai cia ham s f (x). Khi d6,
f (x,) dwoc goi la gia tri cwc dai ciaham s f (x) vakihiéula f., hay y. .Diém M, (XO; f (% ))
dwoc goi la diém cwc dai ciia d6 thi ham sé.

Néuham s y = f (x) dat cuc tiéu tai X, thi X, dwoc goi 12 diém cuc tiéu cia ham s f (x). Khi
do6, f(x,) dwoc goila gia tri cuc tiéu ciaham s8 f (x) vakihiéula f.; hay v, .

biém M, (XO; f (XO)) duoc goila diém cuc tiéu cia do thi ham sé.

Cac diém cuc dai va diém cuec tiéu dwoc goi chung l1a di€ém cuc tri. Gia tri cuc dai va gia tri cuc tiéu
dwoc goi chung 1a gid tri cuc tri (hay cwc tri) ciia ham s6.

b) Cach tim cwec tri cia ham s6:

PINH LI

Gia st ham s§ y = f (X) lién tuc trén khodng (a;b) chra di€ém x, va c6 dao ham trén cac khodng
(a;%,) va (X,;b). Khi dé:

a) Néu f'(x)<0 véimoi xe(a;x,) va f'(x)>0 véimoi X e(X,;b) thi X, 1a mot diém cuc tiéu

ciahamsg f(x).

b) Néu f'(x)>0 véimoi xe(a;%,) va f'(x)<0 vdimoi X e(Xy;b) thi X, 1a mot diém cuc dai cia

hamsg f ().
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x |a Xo b
f(x) - +
f(x) T f(x,) —
(Curc tidu)
X a X b
fi(x) + -
fixy)
fix) /(cuc dai)
Chuy
y A
Giam Diém cic dai /
\\,‘ 7N N
e : X
E %I’ ang \
Pidm cyc tidu S
Piém cuwe tiéu
GIAI HOAT DONG SGK

Tra loi cau héi Hoat dong 4 trang 9 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Quan sat do thi ctia ham s6 y = x* +3x* —4 (H.1.7). Xét ddu dao ham ctia ham s6 da cho va hoan

thanh cac bang sau vao vo:
-3 f2\-1 O X
P

Sememssmena=

x |-3 -2 -1
' 20 7
y ?
—4/ \-2
X | -1 0 1
' 2 0 ?
y|-2 0
\?/
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Phuong phap giai:

St dung Kkién thirc vé dinh li vé tinh dong bién, nghich bién ctia ham sd dé tim khoang dong bién,
nghich bién: Cho ham s§ y = f (x) c6 dao ham trén khodng K.

Néu f'(x)>0 véimoi xe K thiham sg f (x) dong bién trén khoang K.

Néu f'(x)<0 véimoi xe K thiham sg f (x) nghich bién trén khoang K.

Lovi giai
X |-3 -2 -1
i _|_ 0 _
y / 0
4 N 2
x| -1 0 1
] _ 0 +

Hinh 1.8

Lovi gii

Tir d6 thi ham sé, ta co:

Ham s6 dat cuc tiéu tai x=-1va y,; =y(-1)=2.

Ham s6 dat cuc dai tai Xx=0 va Y. =y(0)=3.

‘ O Lién hé tai liéu word todn SDT (zalo): 039.373.2038 13


https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1

Website: tailieumontoan.com

Ham s§ dat cuc tiéu tai x=1 va y; =y(1)=2.

Tra l&i cau héi Luyén tap 4 trang 10 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Hinh 1.9 12 d0 thi cia ham s§ y = f (x). Hay tim c4c cyc tri cia ham sé.

YA [

.

o O
!

o
1
T

1
T

1)
)
T

- N W
! i
T

— —

\/

of 1 2 3 x
1

e R —

-3 ]:2

Hinh 1.9

Phwong phap giai:
S dung kién thirc vé dinh nghia cuc dai, cuc ti€u cia ham s6 dé tim cuc dai, cwc tiéu ctia ham so:

Chohams§ y = f (x) xdc dinh va lién tuc trén khodng (a;b) (a c6 thé1a —oo, b c6 thé1a +eo ) va

diém X, €(a;b).

Néu ton tai s6 h>0 sao cho f(x)< f(X,) v&imoi xe(x,—h;x,+h)=(a;b) va x = x, thi ta néi

ham s§ f(x) dat cuc dai tai ;.

Néu ton tai s6 h>0 sao cho f(x)> f (X)) v&éimoi xe (X, —h;x,+h)<(a;b) va x = x, thi ta néi
ham s§ f(x) dat cuc tiéu tai X,.
Lovi giai

Tir d6 thi ham so, ta c6:
Ham s6 dat cyc tiéu tai x=1va y,; =y(1)=1.
Ham s6 dat cuc dai tai X=-1va Y, =y(-1)=5
Tra lori ciu héi Hoat dong 5 trang 10 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc

" 1
Chohamsé y = §x3 —3x* +8x+1.

a) Tinh dao ham f ’(X) va tim cac diém ma tai d6 dao ham f’(X) bang 0.

b) Lap bang bién thién ctia ham s6.

c) Tir bang bién thién suy ra cac diém cwc tri cia ham s6.

Phuong phap giai:

S dung kién thirc vé dinh nghia cuc dai, cuc tiéu cia ham s6 dé tim cuc dai, cwc tiéu ctia ham so:
Cho ham s6 y = f (X) xac dinh va lién tuc trén khodng (a;b) (a c6 thé1a —oo,b c6 thé1a +oo ) va

diém X, €(a;b).
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Néu ton tai s6 h>0 sao cho f(x)< f(X,) véimoi xe(x,—h;x,+h)=(a;b) va x = x, thi ta néi

ham s§ f(x) dat cuc dai tai X,.

Néu ton tai s6 h>0 sao cho f(x)> f (X)) v&éimoi xe (X, —h;x,+h)=(a;b) va x = x, thi ta néi
ham s§ f(x) dat cuc tiéu tai X,.

Lovi giai
a) Tap xac dinh: D=RR.

Xx=4

y’=x2—6x+8,y’=0<:>x2—6x+8=0<:{ )
X=

Vay x=4;x=2thi f'(x)=0
b) Bang bién thién:

X —o0 2 4 +o0
y' + 0 - 0 +
y 23 o
19
—oD _
3

c) Ttr bang bién thién ta co:

Hamsé y =%X3 —3%* +8x+1 c6 diém cuwc dai la (Z;QJ.

Hamsd y = % x> —3x% +8x+1 c6 diém cuc tiéu la (4; %)

Vi du 6: Tim cuc tri cia ham s6 y = x* —6x° +9x+30.
Lovi gii

Tip xac dinh cia hams61a R.

Tacé: Yy =3x*—12x+9;y' =0 <> x =1 hodc x=3.

Lap bang bién thién ctia ham so:

X -0 1 3 +00

'

Y _w/ \30//

Tl bang bién thién, ta co:
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Ham s§ dat cuc dai tai x=1 va ye, =y(1)=34.
Ham s6 dat cyec tiéu tai x=3 va y; = y(3)=30.

2
. . e L X°—2x+9
Vidu 7: Tim cyc tri cia ham so y = 7
X_
Loi giai

Tap x4c dinh ciia ham s§ 1a R\ {2}.
(2x=2)(x-2)—(X*-2x+9) x2_4x_5

Taco: vy = = 1y =0« x=-1 hodac x=5.
y (x—2)’ (x—27 "’ '

Lap bang bién thién ctia ham so:

x| - -1 2 5 400
¥ + 0 - - 0 +
¥ -4 400 400

Tl bang bién thién, ta co:
Ham s6 dat cyc dai tai x=-1va Yy, = y(—l) =—4,
Ham s6 dat cyc tiéu tai Xx=5 va yo; = y(5)=8.

. . . o 1s " X+1
Vidu 8: Tim cuc tri cia ham s6 y = 1

Loi giai
T4p x4c dinh cia ham s61a R\ {1}.

(x—l)—(x +1) =2
(x-1*  (x-1)°

Tacé: y' = <0, véimoi x=1.

Lap bang bién thién ctia ham s6:

Tl bang bién thién suy ra ham s6 khong c6 cwc tri.
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Tra loi cau héi Luyén tap 5 trang 12 SGK Toan 12 Két noi tri thirc
Tim cuec tri ciia cdc ham s6 sau:
—x*+2x-1

=x*—3x*+1; b) y=
a)y + )y 12

Phwong phap giai:
St dung kién thirc vé cach tim cuec tri cia ham s6 y = f (x) dé tim cyc tri ctia ham s6:

Tim tip xac dinh cia ham s6.
Tinh dao ham f'(x). Tim cdc diém ma tai d6 dao ham f’(x) béng 0 hodc dao ham khéng ton tai.
Lap bang bién thién ctia ham so.

Tl bang bién thién suy ra cac cwc tri ciia ham s6.

Lo giai
a) Tap xac dinh chlaham s61a R.
Xx=0
Tacéd: Y =4x° 6%,y =0 4x°-6x=0 <= J6:
X=+"—
2
Bang bién thién:
2 2
y' - 0 + 0 - 0 +
y +o0 \ 1 +a0
5/ \5
4 4

Tl bang bién thién ta cé:
Ham so dat cwc dai tai x=0 va.

J6 5

Ham s6 dat cyc ti€utai Xx=4— va y,; =—
2
b) Tap xéc dinh: D = R\ {-2}.
(—2x+2)(x+2)—(—x2 +2x—1) 2 _Ax+5

Tacéd: y' = =
aco:y (x+2)° (x+2)*

y=0& L( _ (thdéa man)

Lap bang bién thién ctia ham so:
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Tl bang bién thién ta co:
Ham s6 dat cwc daitai x=1 va.
Ham s0 dat cyc tiu tai x=-5 va y., =12.

Tra 1&i cau héi Van dung 2 trang 12 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc

Mot vat dwoc phéng thang ding 1én trén tir do cao 2 m v&i van tdc ban ddu la 24,5 m/s. Trong
Vit li, ta biét rang khi b& qua strc can cia khong khi thi dd cao h (mét) ctia vat sau t (gidy) dwoc
cho bé&i cong thire: h(t) =2+ 24,5t —4,9t*. Héi tai thoi di€m nao thi vat dat do cao 16n nhét?

Phwong phap giai:
St dung kién thirc vé cach tim cyec tri cia ham s6 y = f (x) dé tim thoi diém vat dat d cao 16n
nhéit:

Tim tip xac dinh cia ham sé.
Tinh dao ham f'(x). Tim cdc diém ma tai d6 dao ham f'(x) bing 0 hodc dao ham khéng ton tai.
Lap bang bién thién ctia ham so.
Tl bang bién thién suy ra cac cwec tri cia ham so.
Lo giai
Xétham s6: h(t)=2+24,5t—4,9t%.
Tip xac dinh cia hams61a R.
Ta cé:

h’(t)=—9,8t+24,5;h'(t)=0<:>—9,8t+24,5=0<:>t=§

Bang bién thién:

5
t —2 — +on
2
h'(t) + 0 —
h(t) 261
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Tl bang bién thién ta co:

v o 5
Ham s6 dat cwc daitai t = E'

Vay thoi diém vat dat d6 cao Ion nhatla t= g giay

[1I. GIAI BAI TAP SGK
Bai 1: Tim cic khodng dong bién, khoang nghich bién ctia cac ham sé c6 d6 thi nhw sau:

a) b6 thi ham s§ y = x° —gxz (H.1.11);

Tim cac khoang déng bién, khoang nghich bién cta cac ham sé c6 dé thi nhw sau:

a) Pothihamsé y = Xg’—gx2

i)
/ .,1— ______ =
1.
Hinh 1. 11
b) Db thi ham s6 y = §/(x? 4y
¥
._'.I.I‘ /-"'"..-2" --..L\x\x fi
.;f \\_
3 | O 1 3 i X
Hinh 1.12
Loi giai

a)Hamso y=x° —gxz ddng bién trén (—0;0) va (L+w). Himsd y = x* —gxz nghich bién trén
(0;1).

b) Him s6 y = ,3/(X2 —4)2 dong bién trén (-2;0) va (2;+). Hims6 y = ,3/(X2 —4)2 nghich bién

trén (—o0;-2) va (0;2).
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Bai 2: Xét sy dong bién, nghich bién ctia cidc ham s6 sau:

a) y=%x3—2x2+3x+1; b) y=—x>+2x*-5x+3.
Loi giai

a) Tap xac dinh: D=RR.

X=3

Tacé: Y =x"-4x+3,y =0 x2—4x+3=0<:{x_1

Lap bang bién thién ctia ham s6:

X |- 1 3 +0
y' + 0 — 0 +
y

T

Hamsg y = % x° —2x% +3x+1 dong bién trén khodng (—;1) va (3;+).

Hamsé y = % x° —2x? +3x+1 nghich bién trén khodng (1;3).

b) Tap xac dinh: D=R.

Tacé: Y =—3x° +4x-5

Vi —3x2+4x—5:—3(x2—2-g+ﬂj—1—1:—3(x—§j2—1—31<OVXGR

3 9) 3
Do dé, y'<0vxeR.

Vay ham s8 y =—x° +2x* —5x+3 nghich bién trén (—o;+).

Bai 3: Tim cic khodng don diéu ctia cdc ham sé sau:

2x -1 X2+ X+4

a) y= ; b) y=———
)Y X+2 )Y X—3

Phwong phap giai - Xem chi tiét

Lo gii
a) Tap xac dinh: D =R\ {-2}.

Ta co: ’—2(X+2)_(2X_1)—2X+4_2X+1— > >0VxX# -2
e (x+2)? O (x+27 (x+2)

Do d6,ham s6 y = XX_Z dong bién trén (—o0;-2) va (-2;+).
+

b) Tap x4c dinh: D =R\ {3}.
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X2 +X+4) (x=3)—(X? +x+4) (x—3) RV vy 2 oy
Ta c6: y’=( T )( ) ( X )( )=(2X+1)(X 3)-x"-x 4 X -6x-7

(x-3)* (x-3)° (x-3)*
2 _Bx— Xx=7
Y20 X7 oo (théa mén)
(x=3) =-1
Lap bang bién thién ctia ham so:
X | —» -1 3 7 +0
y' + 0 - - 0 +

Y -1 M\ +<0
—oo/ —0 15

Tl bang bién thién ta thiy:

2
Ham s6 y = X*—X;4 nghich bién trén khodng (~13) va (3;7).
2
Hamsé y = LX;A' dong bién trén khodng (—o0;—1) va (7;+).

Bai 4: Xét chiéu bién thién ctiia cdc ham s6 sau:

a) y=4—x2; b) y=—"2—.

x?+1

Lovi giai
a) Tap xac dinh: D =[-2;2].

(4-%)
0a—x Ja—x?
Lap bang bién thién ctia ham s6:

Tacé: y' = Y =0 x=0(tm)

X -2 0 2
y' + 0 -
vy 4

0 0

Ham s y =+v4—-x* dong bién trén khodng (-2;0).

Ham s§ y =v4—x* nghich bién trén khoang (0;2).
b) Tap xac dinh: D =R.
X 4+1)=2X-X  x211-2x%  —x2 _x2 =
Ta c6: y’=( ) XXX +1 22x _ X+12,y’=0<:> X+12=0<:{X 1
(x2+1) (x2+1) (x2+1) (x2+1) x=-1

Lap bang bién thién ctia ham s6:
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Hamsé y = nghich bién trén khoang (—0;-1),(L+).

x2+1

Hamsé y = ddng bién trén khoang (-11).

x2+1

Bai 5: Gia str s6 din cia mot thi trdn sau t ndm ké tir ndm 2000 dwoc mo ta bdi ham so
25t +10
N (t)=

a) Tinh s6 din cuda thi trAn d6 vdo cdc ndm 2000 va 2015.
b) Tinh dao ham N'(t) va lim__ N (t). Tir d6 gidi thich tai sao dan s§ cta thi trdn d6 ludn ting

,t>0, trong d6 N(t) dwoc tinh bing nghin ngudi.

nhwng sé khong vuot qua mot ngwdorng nao do.
Loi giai

a) Dén s6 ctia thi trdn d6 vao nam 2000 la: N (0)= % = ? =2 (nghin ngui)
+

Dén s6 ctia thi trdn d6 vao ndm 2015 1a: N (15)= % =19,25 (nghin nguoi)
+

25+1t0
g =25
1+
t

25t+10

b) Ta c6:, lim_,, N (t)=Ilim =lim

t—>+oo

Vi lim N (t) =25 va nén dan sé cha thi trdn dé ludn ting nhwng sé khong vuwot qua ngudong 25

t—>+o00

nghin nguoi.
Bai 6: D6 thi cia dao ham bac nhity = f'(x) cia ham so6 f(x) dwoc cho trong hinh 1.13.
a) Ham sé f(x) dong bién trén nhirng khoang nao? Giai thich.

b) Tai gia tri nao cta x thi f(x) c6 cwc dai va cwc tiéu? Giai thich.

o
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Lovi gii

Dwa vao d6 thi cia ham y = f'(x), ta c6 bang bién thién cia ham so y = f(x) nhw sau

; ﬂ“’\m /ﬁ“’\ﬁ /

a) Dwa vao bang bién thién, ta co:

Ham s6 déng bién trén cac khoang (2; 4) va (6; +).
b) Dwa vao bang bién thién, ta cé:

Ham s6 dat cuc ti€u taix =2 vax = 6.

Ham s6 dat cwc dai tai x = 4.

Bai 7: Tim cuec tri ciia cdc ham s6 sau:

a) y=2x>-9x* +12x-5; b) y=x"-4x*+2;
X2 —2x+3 >
c) V=T} d) y=+4x-2x
Loi giai

a) Tap xac dinh ciaham sé1a R.
C6 y =6x"—18x+12;y' =0 <> x =1 hodc x=2.

Lap bang bién thién clia ham s6

Dwa vao bang bién thién, ta cé
Ham s6 dat cyc dai tai x=1va y.. =0.

Ham s6 dat cuc tiéu tai x=2 va yc T =-1.
b) Tap xac dinh cdahams61a R.
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C6 Y =4x°—8xX;y' =0<>x =0 hodc x=—/2 hodc x=+2.
Lap bang bién thién clia ham s6

= 2 0 2 e

¥ - 0 + 0 - 0 +

’ ﬂkﬁh‘“%aal,ff’”H"lxxh“wﬁigj,/’/}'4m

Dwa vao bang bién thién, ta co:

Ham s6 dat cyc tiéu tai X=—+/2 va Y, =-2.
Ham s6 dat cuc daitai x=0va y., =2.
Ham s6 dat cuc tiéu tai x=+/2 va Yor =—2.

c) Tap xac dinh ciia ham s§ 1a R\ {1}.

(2x—2)(x—1)—(x2—2x+3) X -2x-1,

Cé6vy = ;
oY (x—1)? (x_1)?

C6y =0 x>—2x-1=0 x=1-+/2 hodic x=1++/2.

Lap bang bién thién clia ham s6

Dwa vao bang bién thién, ta co:
Ham s6 dat cuwc dai tai X =1-2 va Yep = —242.

Ham s6 dat cuc tiéu tai X =1+2 va Yor = 22.
d) Tap x4c dinh ciia ham s§ 1a D =[0;2].

o (x=2x)  2(1-x)
woy= 2ax—2¢ ax—2x

Coy=0c=x=1

. O Lién hé tai liéu word todn SDT (zalo): 039.373.2038 24


https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1

Website: tailieumontoan.com

Lap bang bién thién cia ham sd

Dwa vao bang bién thién ta c6:

Ham so datcyc daitaix =1 va Y., = V2.
Ham s6 khong c6 cuc tiéu.

Bai 8: Cho hams§ y = f (x) =|x|.

f(x)-f(0)

o+

a) Tinh cac gi&i han lim . Tlr d6 suy ra ham s6 khong c6
- X—>

dao ham tai x=0.
b) St dung dinh nghia, chirng minh ham s6 cé cuc tiéu tai x=0. (Xem Hinh 1.4)

Loi giai
_ (x)-f(0) X-0 . X
a) Ilme v =I|mHO+ ~—0 =I|mxﬁ0+;—1
fim )= (O i =0 =Xy
x—0" X—0 x=>0" X—0 x-0 X
Vilim F(x)-1(0) #lim (x)-1(0) nén ham s6 khong c6 dao ham tai x=0.

x—=0 - x=0
b) Do thi hams§ y = f (x)=|X| :

}r -
“\KH , /
; /Y= IX

w

o] e

) —x  khix e (-o0;0)
Taco: y=f(x)=|x|= _
x  khixe(0;+)
Ham s8 y = f (x) =|x| lién tuc va xac dinh trén (—o0;+o)
Vé&is6 h>0 tacé: Vi xe(—h;h) = (—o0;+20) va x#0 thi y=f (x)=|x|>0=f (0)

Do d6, hamsd y = f (x)=|x| c6 cuctiéula x=0.
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Bai 9: Gia sir doanh s& (tinh bing s6 sdn phdm) ciia mot sdn phdm méi (trong vong mot s6 ndm

nhit dinh) tuan theo quy luat logistic dwoc mé hinh héa bang ham s6 f (t) = 150502‘ ,t>0, trong
+

do thoi gian t duoc tinh bang nim, ké tir khi phat hanh san ph4dm mai. Khi d6, dao ham f '(t) sé
biéu thi téc d6 ban hang. Hoi sau khi phat hanh bao nhiéu nidm thi tdc d6 ban hang 1a 16n nhat?

Lo giai
~5000(1+5e) .
Taco: f'(t)= ( 5 ) _ 25000e 5
(1+ 5et ) (1+ 5e )
T6c dd ban hangla 16n nhatkhi f'(t) 16n nhit.
-t
pat h(t)= 22000
(1+ 5" )

0 ~25000e™ (1+ et )2 ~2. (—5e‘:) : (1+ 5et ) .25000e ™
(1+ 5ot )

~ —25000¢™ (1+ 5et )(1+ 5et —10e™ ) ~ —25000¢” (1— 5et )

(1+5e) (1+5e)
_ t(1_Eat
h'(t)=0< 250(00e (1t)35e )=O<:>1—5e‘=O<:>e‘=%<:>t=ln5(tm)
1+5e”

Ta c6 bang bién thién voi t €[0;+0) :

t 0 In5 +0
h'(t) + 0 —
6250 0
9

Vay sau khi phat hanh khodng In5~1,6 nam thi thi t6c dé ban hang la 1én nhat.
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Bai 2 - GTLN VA GTNN CUA HAM SO

I. PiINH NGHIA
Choham 6 y = f (x) xac dinh trén tip D.

S6 M dwoc goi 1a gia tri 1on nhit ctaham s y = f (x) tréntip D néu f (X)<M véimoi xe D

va ton tai X, € D sao cho f(X,)=M.
Ki hiéu M =max,_ f (x) hodc M =max, f (x).

S6 m duwoc goila gia tri nhé nhéit cia hams6 y = f (X) tréntap D néu f (Xx)=m véimoi xe D
va ton tai X, € D sao cho f(X,)=m.
Ki hiéu m=min,_, f (x) hodc m=min, f (x).

GIAI HOAT PONG SGK

Tra lori cau héi Hoat dong 1 trang 15 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Chohamsd y = f (x)=x*—-2x voi x €[0;3], c6 d thi nhw Hinh 1.15.
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(7% T
Y

5 1 o\ 1/
2 1_1-\1:_/2

Hinh 1.15

a) Gid tri 1o6m nhdt M ctia ham sé trén doan [0;3] 1a bao nhiéu? Tim X, sao cho f ()=

b) Gid tri nhé nh&t m ctia ham s6 trén doan [0;3] 12 bao nhiéu? Tim X, sao cho f(x,)=

Phwong phap giai:
St dung kién thirc vé doc hiéu d6 thi ham s6.

Loi giai
a) Gia tri 16m nhit cia do thi ham sé trén doan [0; 3] la M=3.
Voi x, =3 thi (3)=3.

b) Gia tri nho nhat cia do6 thi ham sé trén doan [0; 3] la m=-1.
voi X, =1thi f(1)=-1.

Vi du 1: Tim gid tri 16n nhdt va gia tri nhé nhit ciahamsé y = f (x)=+1-x*.

Loi giai
Tap xac dinh ciia ham s6 1a [—1;1].
Cach 1. S dung dinh nghia.
Ta co:
f (x)=+1—x* > 0; déiu biing xdy ra khi 1—x? =0, tirc la khi x=—1 hodc x=1.

Do domin f (x) = f (~1)= f (1) =0,

[-21]
f(x)=+1- x? <1; d4u bing xay ra khi 1—x* =1, tircla khi x=0.Do d6 max_., f(x)=

Cach 2. Str dung bang bién thién.

1-x?
Véi Xe(—l;l),ta cé: y' = i\/l )2 =_\/1X -
-X —X

Yy =0 x=0.

M.
m

. O Lién hé tai liéu word todn SDT (zalo): 039.373.2038

28


https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1

Website: tailieumontoan.com

Lap bang bién thién cia ham s6 trén doan [-1; 1]:

Tl bang bién thién, ta duoc: min[ f(x)=f(-1)=1f(1)=0; max; f(x)=f(0)=1.

-11]

z N .7 . 7 N \ =7 - 2 ~ N 7 2 Y ~N 1 A id
Vi du 2: Tim gia tri 1én nhat va gia tri nhé nhat (néu c6) cia ham s6 y = x—2+— trén khoang
X
(0; +oo).
Loi giai

Ta co: y’=1—i'y’:0<:>x=1 (vi x>0).
X

21

Tinh cac gié¢i han:

limy = Iim(x—2+lj=+oo; limy= Iim@(x—2+1j=+oo
x—0" x—0" X X—>+00 X+ X

Lap bang bién thién ctia ham s6 trén khoang (0;+c) :

X 0 1 +a0
y - 0 -
y +0 +o0

Tlr bang bién thién, ta dwoc: ming )y = y(1)=0;
ham sg khong c6 gia tri 1on nhat trén khoang (0;+).

Tra loi cau héi Luyén tap 1 trang 17 SGK Toan 12 Két noi tri thirc
Tim gia tri lon nhit va gia tri nhoé nhat (néu c6) ctia cac ham so sau:

a) y=v2x-x?

b) y:—x+i1 trén khodng (1;+).

Phuong phap giai:

S dung kién thirc vé khai niém gia tri 16m nhat, gid tri nho nhat ciia ham sé dé tinh: Cho ham s6
y=f (X) xac dinh trén tap D.
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S6 M duorc goi 1a gid tri 16n nhit ciaham s§ y = f (x) tréntdp D néu f (x)<M v6imoi xe D
va ton tai X, € D sao cho f(X,)=M.

Ki hiéu M =max,_ f (x) hodc M =max, f (x)

S6 m duwoc goila gid tri nhé nhdt cia hams§ y = f () tréntap D néu f(Xx)>=m véimoi xe D
va ton tai X, € D sao cho f(x,)=m.

Ki hiéu m=min,_, f (x) hodc m=min f (x)

Loi giai
a) Tap x4c dinh ctia ham s& 1a [0;2].
(ZX—XZ)' —x+1 —x+1
Voi xe|0;2| tacod: y' = = Y=0——~==0<x=1(tm
[0:2] 2/2x-x2  N2x—x2 V2% —X? (tm)
Lap bang bién thién ctia ham sg trén doan [0;2] :
x |0 1 2

Tlr bang bién thién ta thdy: min ,, f (x)=f (0)= f (2)=0,max_,, f (x)=f (1)=1.
b) V&i x € (L +) ta co:

Taco: Y =-1 <0Vx € (1;+w)

-1
+ 2
(x=1)
lim =lim —x+i =+o0; lim =lim —x+i = —oo Lap bang bién thién cua
X_)1+y_ x—1" x—1 - ! X—>+aoy_ X—>+00 X —1 - ap 8
ham so trén (1; +oo) :

X 1 )
y' —
Y +<0

—on

Vay ham s& khong c6 gid tri 16n nht, gia tri nhé nhét trén (1 +c).
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1. CACH TIM GIA TRi LON NHAT VA GIA TRi NHO NHAT CUA HAM SO TREN MOT POAN
Gia st y = f (x) 1a ham s6 lién tuc trén [a;b] va c6 dao ham trén (a;b), c6 thé trir ra tai mot s6
hiru han diém ma tai d6 ham sé khéng c6 dao ham. Gia st chi c6 hiru han diém trong doan [a; b]
ma dao ham f'(x) bang 0.
Céc budc tim gia tri 1on nhat va gié tri nhé nhit cia ham s8 f (x) trén doan [a; b] :

(1. Tim c4c diém X;,X,,...,X, €(a;b), tai d6 f'(x) bing 0 hodc khéng ton tai.

@.Tinh (%), f(%)..... f(x,), f (a) va f (b).

(3). Tim s6 16n nhat M va s6 nhé nhit m trong cac sé trén.
Ta c6: M =max f (x);m=minf (x).

[a]

GIAI HOAT PONG SGK

Tra l&’i cau héi Hoat dong 2 trang 17 SGK Toan 12 Két nai tri thirc
Xéthams@ y = f (x)=x°—2x*+1 trén doan [—1; 2], v&i d6 thi nhw Hinh 1.16.

}l"JL

O
'_‘H
\
,
(%)
<

Hinh 1.16
a) Tim gia tri 16n nh&t va gia tri nhé nhit cta ham s6 trén doan [-1;2].
b) Tinh dao ham f'(x) va tim cdc diém xe(-12) ma f'(x)=0.
c) Tinh gia tri cia ham so tai hai ddu mut cua doan [—1; 2] va tai cdc diém x da tim & cau b. So
sdnh s6 nhé nhat trong céc gid tri nay voi ming,, f (x), s6 16n nhat trong cac gia tri nay voi
max_, f (x).
Lo giai

a) Nhin vao db thi ta thiy, trén doan [-1;2] ta co:
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Gid tri 1on nhat clia ham s6 1a max_,,, f (x) = f (0)=f (2)=1.

Gia tri nhé nhat ctia ham sé 1a min,_, f (x)

I
—

|
[REN
~—

I

|
N

0
b) f'(x)=3x*-4x, f'(x)=0=3x*-4x=0< 4
3

Vay x=0,x=% thi f'(x)=0.

o £(0) = £ )2 o A) $12 75 (1) (1 2 (1112
c)Taco.f(O)—l,f(Bj (j 2(3} +1 2,f(l) (-)°-2-(-)*+1=-2;

f(2)=2°-222+1=1

Do d6, s6 nhé nhat trong cac gia tri nay la -2, s6 16n nhat trong cic gia trinayla 1.
Ta thdy: max ., f (x)=Lmin ., f (x)=-2.

Vi du 4: Tim gid tri 16n nhit va gid tri nhd nhit ciia ham s§ y = x* —4x* +3 trén doan [0;4].
Loi giai
Tacé: y' =4x° —8x=4x(x*=2);y' =0 x =0 hoic x=+2 (vi xe[0;4]);
y(0)=3y(4)=195,y(v2)=-1.
Do d6: max,,, y = y(4)=195;min;, .y = y(v2) = -1,
Vi du 5: Tim gid tri 16n nhdt va gid tri nhé nhdt cia hdm s8 y =sinx+cosx trén doan [0;27].
Loi giai

Ta c6: Y’ =Ccosx —sinx; y’ =0 <> CosX = Sinx < x=% hoic x=57” (vi xe[0;27] );

4

y(0)=1:y(2ﬂ)=1:y[%}ﬁ;y(‘r’—”}—ﬁ.

, . 5
Do do: maxyg,,.,y = y(ﬂ =V2iming,,,y = y(Tﬁj 2

Tra loi cau héi Luyén tap 2 trang 18 SGK Toan 12 Két noi tri thirc
Tim gia tri 1on nhét va gia tri nhoé nhit ctia cadc ham sé sau:
a) y=2x>-3x*+5x+2 trén doan [0;2];

b) y=(x+1)e™ trén doan [-1;1].

Lovi gii
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2
a) Ta cé: y’=6x2—6x+5=6(x2—x+gj=6(x—%j +%>0VX€[0;2]

Do d6, ham s8 y = 2x* —3x* +5x+2 dong bién trén [0;2].
Tacé: y(0)=2y(2)=22°-3.2° +52+2=16

Do d6, max, ¥ = y(2)=16,miny, vy =y(0) =2

b) Tacod: y'=e* —(x+1)e™ =e*(1-x—1)=—xe™

y'=0<—xe* =0« x=0 (théaman xe[-11] )

2 , .
y(-1)=0;y(0)=Ly(1)= o Do d6, max_,,y =y(0)=Lmin _,y=y(-1)=0
Tra 1&i cau héi Van dung SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Gid str sw 1ay lan cia mot loai virus & mdt dia phwong c6 thé dwgc moé hinh héa bing ham sé
N (t)=-t°+12t>,0<t<12, trong d6 N 12 s6 ngudi bi nhiém bénh (tinh bing trim nguoi) va t 1a
thoi gian (tudn).
a) Hay woc tinh s6 ngudi t6i da bi nhiém bénh & dia phwong do.
b) Pao ham N'(t) biéu thi téc d6 lay lan cia virus (con goi la téc dd truyén bénh). Hai virus sé 1dy
lan nhanh nhit khi nao?

Loi giai

a) Voi 0<t <12 ta co:

0(tm)

=8(tm)

Ta c6: N(0)=0,N (8)=-8°+12.8 = 256, N (12) = —12° +12.12> = 0
Do d6, s6 ngudi téi da bi nhiém bénh & dia phwong 1a 256 nguwoi trong 12 tudn dau.
b) Ham s biéu thi tdc dd do lay lan cta virus 1a: N'(t)=-3t" + 24t

N'(t)=-3t*+24t,N'(t) =0 -3t* +24t =0 < t

bt f(t)=-3t"+24t,voi 0<t <12
Taco: f'(t)=—6t+24, f'(t)=0=t=4(tm)

f(0)=0, f (4)=-3.4%+24.4=48, f (12)=-3.12* +24.12 = ~144

Do d6, virus sé lay lan nhanh nhét khi t =4 (tudn th 4).

11I. GIAI BAI TAP SGK
Bai 1: Tim gia tri 16m nhat va gia tri nho nhét (néu cd) ctia cac ham sé sau:
a) y=—x*+4x+3; b) y=x>-2x*+1 trén [0;+);

2
c) y=i);_+3treAn(l;+oo); d) y=+4x-2x2.

Loi giai

a) Tacé: y=—Xx* +4x+3=—(x—2)>+7<7 véi moi s6 thuc x.
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Diu "="xdy rakhi x—2=0<x=2.
Do d6, maxf (x)= f (2)=7, ham s6 khong c6 gid tri nhé nhat.
b) GTLN, GTNN ctia y =X’ —2x* +1 trén [0;+o0)

x=0(tm)
Tacd: y' =3x*—4x,y' =0 4
x=—(tm)
3
Bang bién thién:
x |0 i o0
3
y' — 0 +
y 1 40
-
27
D d/ - _ 4 __5 h\ Nkh;\ 7 .,t .l/ h/\'t
0 do, ming, ., y=y 3757 am sd khong c6 gid tri 1on nhit.
2x—=2)(x-1)—(x*-2x+3 2_o9y_
c) Ta co6: y':( )( ) (2 ):X 2X21
(x-1) (x-1)
y'=0<:>X=1+\/§(dOXE(:L'+OO))
x |1 1+\/§ +0
y' — 0 +

’ M\ )
242

Do d6, min,..,y = y(1++2)=2v2, ham s6 khdng c6 gia tri 16n nhét trén (L+20).
d) Tap xé4c dinh ctia ham s§ 1a: D =[0;2]
_(x-2¢) acax _ 20-x)
2JAx—2x*  2ax—2x*  ax—-2x2

y'=0< x=1(tm)
y(0)=0;y(1)=+2;y(2)=0

Do d6, max;,,y =y(1)= V2, ming, ¥ =y(0)=y(2)=0
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Bai 2: Tim gia tri 1on nhat va gia tri nho nhét (néu cd) cia cac ham s6 sau:

a) y=x"-2x*+3; b) y=x-e7;
c) y=xinx; d) y=+vx-1+3-x.
Lovi giai

a) y=x"-2x*+3

X
y'=4x3—4x,y’:0<:>4x3—4x=0<:{
Xx=%1

y(0)=3y(1)=y(-1)=2

Do d6, max_..,y=y(0)=3min__ y=y(l)=y(-1)=2
b)Tacod: y'=e*—x-e7,y=0ce"-x-e*=0ce"(1-x)=0<x=1

Bang bién thién:

X —on 1 +o0
y' + 0 —
1

Do do, max)y =y(1)= l, ham s6 khong c6 gi tri nhé nhat.
—00;+00 e
c) Tap x4c dinh cia ham s§ 1a: D =(0;+)
y =Inx+ x&: Inx+L,y' =0 Inx+1=0< x=1 (th6a man)
X €

Bang bién thién:

x |0 1 o0
e
y' — 0 +
y |0 +on
—1
e

Ham 55 khong c6 gid tri 1ém nhét, min |y = y(lj -
' e €

d) Tap x4c dinh ctia ham s6 1a [1;3].
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,1 1 1 1 J3ox —x—

Y=ohcl 2ax ) 0T o 2y 0T 2J3 xe 1
<:>\/3—_x:\/E<:>3—x:x—1<:>x:2(tm)
y(1)=v2;y(2)=2y(3)=+2

Do d6, max, Y = y(2)=2, Mingq Y = y(1)=y(3)= J2

Bai 3: Tim gi4 tri 1&m nhat va gia tri nho nhét (néu cd) ctia cac ham sé sau:
a) y=2x°—6x+3 trén doan [-1,2];b) y=x"—3x*+2 trén doan [0;3];
c) y=X-sin2x trén doan [0;7]; d) y= (x2 - x)eX trén doan [0;1].
Loi giai
a) Taco: y'=6x>—6,y' =0<6x’—6=0<>x==1 (théamin) y(-1)=7,y(1)=-1y(2)=
Do d6, max; Y = y(2)=y(-1)=7, ming, 1y = y(1)=-1

NG

b) Ta cé: y'=4x3—6x,y'=0<:>4x3—6x=0<:>x=0;x=7 (do x€[0;3])
6| -1
y(0)=2;y(§J=7;y(3)=56
-1

, N
Do do, maX ., Y = y(3) =56, ming., Y = y(7 - i

c) Tacé: y' =1-2c082X, Yy’ =0 <> 1-2c0s2X = 0<:>cost—%<:>x 6+k7z(keZ)

Max»e[O;r]:>x_Z x=5—”
6 6
y(0)=0;y(”j 23,y( j=§ £ y(7)= 7 Do do,
57 \/§ T\ &« \/_
Tom Y = y(ej_ 6t 2 MY = y(s] 6 2
d) y'=(2x-1)e" +(x* —x)e* =e* (X’ + x~1)
y' =0 e (X’ +x-1)=0e x= 1+\/_ (do x€[0;1] )

(2 J_)e 2 ;y(1)=0Do do,

y(0)=0;y[
maX[o;l]Y=y(0)=y(1)=0,min[0;1]y=y[ 1445 J - \/g)e_lzﬁ

~1++5 J ‘“f

2

Bai 4: Trong cac hinh chit nhit c6 chu vila 24 cm, hay tim hinh chir nhat cé dién tich 1&6n nhit.

Loi giai
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Goi chiéu dai cda hinh chir nhitla x( cm,0< x <12)

Chiéu rong cta hinh chit nhatla 12— x( cm)

Dién tich cta hinh chir nhatla: x(12-x)=—x? +12x( cmz)
Dit S(x)=-x*+12x,x € (0;12)

S'(x)=—-2x+12,S'(x) =0 < x =6(tm) Bang bién thién:

x |0 6 12

S’(x) + 0 _

S(x) 36

Do dé, trong cac hinh c6 cing chu vi thi hinh chit nhat cé dién tich lén nhat1a 36 cm?.

Bai 5: M6t nha sdn xudt mudn thiét k&€ mot chiéc hdp cé dang hinh hop chir nhat khong c6 ndp, cé
day 1a hinh vuéng va dién tich bé mit bang 108 cm® nhw Hinh 1.17. Tim c4c kich thwéc ciia chiéc
hop sao cho thé tich cia hép 1a 16n nhit.

Hinh 1.17
Loi giai

Hinh hép trén c6 d6 dai canh day la x ( cm, x >0) va chiéu caolah ( cm,h>0)

2
Dién tich b& mit ctia hinh hop 1a 108 cm? nén x° +4xh =108 = h = 10{2 X (cm)
X

The tich ctia hinh hop 1a: V = X2 -h = 2. 208~ X' _108x-x° (cm?)

4x 4
—3x?+108
—
Bang bién thién:

Tacé: V' = V'=0< x=6 (do x>0 )
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Do d6, thé tich cia hinh hop 14 16m nhat khi d6 dai canh ddy x =6 cm Khi d6, chiéu cao cia hinh
_R2
108-6 _3 ( cm).

hép la:

Bai 6: Mot nha san xudt can 1am ra nhirng chiéc binh c6 dang hinh tru véi dung tich 1000 cm?.
Mit trén va mat dudi cda binh dwoc lam bang vat liéu cé gia 1,2 nghin dong /cm?, trong khi mat
bén ctia binh dwoc lam bang vat liéu c6 gia 0,75 nghin dong/ cm?. Tim cac kich thwéc ctia binh dé
chi phi vat liéu sdn xudt méi chiéc binh 1a nhé nhit.

Loi giai
Goi ban kinh ddy cta binh 1a x(cm, x > 0)

Chiéu cao ctia binh 1a: 100(2) ( cm)

7T-X

Chi phi d€ san xudt mot chiéc binh 1a: T (x)=2.1,2-7-x*+0, 75-M =2,47-X° L1500 (nghin
X X

ddng) D& chi phi san xu4t mdi chiéc binh 1a thdp nhét thi T(x) 1a nhé nhAt.
1500

XZ

Bang bién thién:

T'(x)=4,87x— T’(x)=0<:>x=3% (théa mén)
T

625
X |0 3 5 +0
m
T (%) — 0 +
T(X) | +o» +0

o 625
21

N P /625 C e
bé chi phi san xuat moi chiéc binh la nhé nhat thi ban kinh day cta binh Ia 3 2—cm va chiéu cao
V4

ctia binh la: ﬂz( cm
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Bai 3 - PUONG TIEM CAN CUA PO THI HAM SO

1. DUONG TIEM CAN NGANG
Duong thing y =y, goila dwdng tiém can ngang (goi tit 1a tiém cin ngang) ctia do thi ham sé

y = f(x) néu

lim f (x) =y, hoac lim f (x) = y,.

X—>+00

y E 3 yu doa

,f_})
YQ y=y°
Yo Y=Y,
N i

7 o X o X

Budng thing y = y, Ia tiém cén ngang Puong thing y = y, Ia tiém can ngang
ctia db thij (khi x — +x). ctia db thi (khi x — —=).
Hinh 1.20
GIAI HOAT PONG SGK

Tra lori ciu héi Hoat dong 1 trang 20 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Chohamsé y=f(x)= 2x+1 c6 dd thi (C). Véi x>0, xét diém M(x;f(x) ) thudc (C). Goi H 1a

hinh chiéu vuéng goc cia M trén dudng thang y=2 (H.1.19).
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ho
1
l
M
y=2 Yo
______ — \ =
'I]D X "X
Hinh 1.719

a) Tinh khoang cach MH.
b) C6 nhin xét gi vé khodng cach MH khi x — +oo ?

Lovi gii

a) Taco: M (x; 2XX+1J; H(x;2).

2 2
Do d6, MH =\/(x—x)2+[2—zx+lJ :\/(2"_—2)(_1) :1 (do x>0)
X X

X

b) Ta cé: lim 1:O.Do do, khi X — 4o thi MH —0.
X

X—>+o0

Vi du 1: Tim tiém c4n ngang ctia d6 thi ham s6 y = f (x) = 3 _12 :
X+
Loi giai
2
. o ogx-2 3 .
Tacé: lim, . f(x)=lim =lim, ,,,—% =3. Twong tw, lim,_,__f(x)=3.
X+ 141
+
X

Vay d6 thi ham s6 f (X) c6 tiém cin ngangla dwong thdng y =3.
x> +1

Vi du 2: Tim c4c tiém can ngang ctia do thi ham s§ y = f (x) =
X

Loi giai
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Hinh 1.21

Ta co:

2 2
. . X“+1 . X“+1 . / 1
Ilmxa+wf (X):Ilmxawo X :Ilmxa+oo 2 :“mx»+w 1+F ::L-

X

2 2
lim,, f(x)=lim, ** +1=IimH_{— X lezlimH_w(— /1+i2]=—1.
X X X

Vay d6 thi ham s6 f () c6 hai tiém cin ngangla y=1va y=-1.

Nhan xét. D6 thi ham s§ f (x) nhw Hinh 1.21.

Tra l&i cau héi Luyén tap 1 trang 21 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
2 A . N ~ 2X _1
Tim tiém cén ngang ctia d6 thi ham s6 y = f (x)= T
X —

Phwong phap giai:
Str dung kién thirc vé khai niém tiém cin ngang ctia d6 thi ham s dé tim tiém cdn ngang: Puong
thdng y =, goi la dudng tiém cin ngang (goi tit 1a tiém can ngang) ctia do thi ham s& y = f (x)

néu lim,_, f(x)=y, hodc lim___f(x)=y,.

Lovi giai
_1 _1
Tacs: lim,, 2" = lim, . — X =2lim,,_ =lim_,_ —X=2
X—>+00 _ X—>+0o0 1 X—>—0o0 X— X—>—0o0 1
1-— 1-=
X X
L oriA A o am LA x 2x-1 |
Do d6, tiém can ngang ctia do thi ham s6 y=f(x):—11a y=2.
X_

Tra lori cau héi Van dung 1 trang 21 SGK Toan 12 Két noi tri thirc

Giai bai todn trong tinh huéng mé dau.

Gia st khéi lwgng con lai cia mot chit phéng xa (gam) sau t ngay phan rd duwgc cho béi ham sé
m(t) =15 °**  Khéi lwgng m(t) thay di ra sao khi t — +oo ? Diéu ndy thé hién trén Hinh 1.18
nhu thé nao?
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Hinh 1.18

Phuong phap giai:
St dung kién thirc vé khai niém tiém cin ngang ctia do thi ham s6 dé tim tiém cin ngang: Dudng thang
y =Y, goila dwdng tiém cin ngang (goi tat 12 tiém c4n ngang) ctia d6 thi ham s§ y = f (x) néu

lim,,... f(x)=Yy, hodc lim __f(x)=y,.
Lovi giai

15

-0,012t _ |;
15e = Ilmwm—eoyo12t

Ta cé: lim,_,, m(t)=lim,_ =0

Do d6, m(t) — 0 khi t —+oo.
Trong hinh 1.18, khi t — +c0 thi m (t) cang gan truc hoanh Ot (nhwng khéng cham truc Ot).

II. PUONG TIEM CAN DUNG
Pudng thang X = X, goi 1a dwong tiém cin ding (goi tat 1a tiém can dirng) ctia d6 thi ham s6
y = f (X) néu it nh&t mot trong cac diéu kién sau dugc thod man:

lim f (x)=+o0; lim f (x)=—o0; lim f (x)=—o0; lim f (X) = +o0

X—>Xg X—>Xg X—Xg X=Xy
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y f }l" A
——
.'l'.-
e
h .
1 \E
k‘ﬂ 1
2N 2
K .
Q A X o X N
a) b)
Y & }u’
o X, X o X5 x
\_/ xﬂ
I
y = f{x) . ” y=fix)
e
Il
e
c) d
a) va ¢). Buong thing x = x, 14 tiém cén dimg b} va d). Budng thdng x = x, 14 tiém cdn dimg
ctia db th (khi x — x,). ciia db thi (khi x — x;).

Hinh 1.23

GIAI HOAT PONG SGK

HD2

Cho ham s8 y = f(x):i1 c6 b thi (C). Véi x>1, xét didm M(x;f(x) ) thusc (C). Goi H 1a
X_

hinh chiéu vuéng géc cia M trén duwong thang x=1 (H.1.22).
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HL M
| S~ (©
| ‘
- -‘\\. i -
ol 1| x
\
Hinh 1.22

a) Tinh khoang cach MH.
b) Khi M thay déi trén (C) sao cho khodng cich MH dan dén 0, c6 nhén xét gi vé tung do cta

diém M ?
Loi giai
a) Tacé: M (X;L); H (1;L)
x-1 x-1
X x Y
Do d6, MH = (1—x)2+(———) =x-1(do x>1)
Xx-1 x-1

b) Khi khoang cdich MH dén dén 0 thi tung d6 ctia diém M din ra xa vo tin vé phia trén (tung do
diém M tiénra +0).

Vi du 3: Tim tiém can dirng ctia d6 thi ham s§ y = f (x)= 3;)2( .
X+
Lovi giai
Tacé: lim _ . f(x)=lim X Tuong tw, lim _ f(x)=—o.Vay do thi hams§ f (x)

x—>-2" X+ 2

c6 tiém can dirng 1a dwong thang x =-2.

X% +2

Vi du 4: Tim tiém can dirng ctia d6 thi ham s y = f (x) =
X

Loi giai

X2 +2

ot

Ta co6: lim f(x):limH

x—0"

=+o0. Tuong tw, lim _ _ f (x)=—o0.Vay db thi ham s§ f (x) c6
tiém cin ding 1a dwong thang x=0.

Tra loi cau héi Luyén tap 2 trang 22 SGK Toan 12 Két noi tri thirc
 am LA X 2x+1
Tim c4c tiém cén ngang va tiém cin dirng ctia d6 thi ham s y = f (x) = 7
X -

Phuong phap giai:
S dung Kkién thirc vé khdi niém tiém cin ngang ctia d6 thi ham sd dé tim tiém cin ngang: Puwong
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thdng y =y, goila dudong tiém cin ngang (goi tit 1a tiém can ngang) ctia d6 thi ham s& y = f (x)
néu lim_, . f(x)=Yy, hodc lim ___f(x)=y,.

S dung Kkién thirc vé khai niém tiém cin dirng ctia d6 thi ham s6 dé tim tiém cin dirng: Puwong
thdng X = X, goi la dwong tiém cin ding (goi tit 1a tiém cin ding) ctia d6 thi ham s8 y = f (x)
néu it nhat mot trong cac diéu kién sau dwoc théa man:

|imHX& f (X) =+o0; Iimx»xg f (X) = —0o0; Iimxaxa f (X) =—00; Iimx_% f (X) =+o0

Loi giai
1 1
b 2x+1 . 2+; 2x+1 . 2+; A A .
Tacé: lim =lim, ., —=>=2lim =lim, , ,— =2 nén tiém cdn ngang cla
X— 4 X— 4
1-— 1-—
X X
db thi ham s6 y=f(x)=2x+4ll =2,
Lai co: lim . f (x)= lim . 2xx_+1=+ lim _f (x)=1 o 2XX+1=—oo nén tiém can dirng cia
2x+1

do thiham s6 y = f(x)=—4 dwong thiang x=4.
X_

Tra 1&i cau héi Van dung 2 trang 22 SGK Toan 12 K&t ndi tri thirc

D& loai bo p% mot loai tdo doc khoi hd nwde, ngudi ta woce tinh chi phibérala C(p)= 10405 P
-p

(triéu dong), véi 0< p<100. Tim tiém cin ding ctia d6 thi ham s C(p) va néu ¥ nghia cua
dwong tiém can nay.
Phwong phap giai:
Str dung kién thirc vé khai niém tiém cin dirng cta d6 thi ham s6 dé tim tiém cin dirng: Puwong
thdng X = X, goi la dwong tiém cin ding (goi tit1a tiém cin ding) cta do thi ham sd y = f (x)
néu it nhat mot trong cac diéu kién sau dwoc théa méan:
lim . f (X):+oo;|im f (X)=—oo;|im f (X)=—oo; lim _f (X):+oo

X—>Xg X—>X X—>Xg X—>Xg

0

Loi giai
Ta c6: li c(p)=li 45p _ &n tiém can dirng clia db thi ham s C(p) 1a p =100
aco: lim _ - (p)= Imp"l"OflOO— > =+co nén tiém can dirng cda do thi ham sé C(p) 1a p=100.
Y nghia cta dwdng tiém can 1a: Khong thé loai bé hét loai tdo doc ra khéi hd nuérc du chi phi la bao
nhiéu.

[II. PUONG TIEM CAN XIEN
Duong thing y =ax+b(a#0) goila dwong tiém can xién (goi tit 1a tiém can xién) cta do thi

hamso y= f(X) néu

lim| f (x)—(ax+b)]=0 hoac lim[ f (x)-(ax+b)]=0.

X—>+00! X—>—ao
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s Sy
/
— o

X yZa o

Buong fhaﬂwg ¥=ax+ bla tiém can xién tudng thang y=ax+blatiém cén xién
cia da thi (khi x — +x). cia dé thi (khi x — —x).
Hinh 1.25
GIAI HOAT BONG SGK
HD3

Chohamsg y= f (x)= X—1+%L c6 do thi (C) va dwong thang y = x—1 nhu Hinh 1.24.
+

B

z;’/+/
“’*/\

Hinh 1.24

a) Voi x> -1, xét diém M(x;f(x) ) thudc (C).Goi H 1a hinh chiéu vudng géc cia M trén dwdng thing
y = x—1. C6 nhén xét gi vé khoang cach MH khi X — +c0 ?

b) Chirng t6 réng lim, [ f (x)—(x-1)]=0.

Tinh chit nay thé hién trén Hinh 1.24 nhu thé nao?

Phuong phap giai:
S dung kién thirc vé gi¢i han cia ham s6 dé tinh gi¢i han.

Loi giai
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a) Nhin vao d6 thi ta thiy, khi X — +co thi khoang cach MH tién t&i 0 .

b)ﬁuﬁ:Hmwﬂw[f@Q—(X—Q]=anﬁw{x—1+;§1—(x—ﬂ}=Hm%%w;%1=ﬁmw%m———

Tinh chit nay dwoc thé hién trong Hinh 1.24 l1a: Khodng cach tir diém M ctia d6 thi ham s6 (C)
dén dwong thing y=x—1 tién dén 0 khi X — +oo.

Vidu 5.Chohamsd y = f (x)=x+i.
X+2

Tim tiém cén xién ctia d6 thi ham s8 f (x).

limt = imi=o

X+ X  X——o)X

Loi giai

Ta c6: Iimx%wl:f (X)—X] =lim =0. Twong tw lim,_,_[ f(x)-x]=0.

X—>+oo X+ 2

Vdy d6 thi ham s§ f (x) c6 tiém cin xién 1a dudong thing y=xX.

X2 —X+2
Vi du 6: Tim tiém can xién ctia d6 thi ham s§ y = f (x) = T
X+
Lovi giai
Ta co:
f(x) . x—
a= |Imﬂ= Ilmxz—X+Z=1;
X—>+o0 X X—>+o0 X +X
b= lim|[ f (x)-x]= lim X2 _ 5

X—>+0co x>+0 X 4+1

(Twong tw, Iimxﬁ_w@ =1, IimX_Ho[ f(x)- x] =-2)

Vay d6 thi ham s6 f (X) c6 tiém cn xién 1a duomng thing y = x—2.
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Tra loi cau héi Luyén tap 3 trang 24 SGK Toan 12 Két noi tri thirc

Tim cdc tiém cén ding va tiém cin xién ctia d6 thi ham s6 y = f (x) = % .
Lovi giai
Tacé: lim . f (x)=|imxél+w: oo)lim __f (x)=|imx%1_%=—
Vdy tiém can dirng cia d6 thi ham s§ y = f (x) 1a duong thing x=1
2
Tacé: y= f(x)=%§(+2=—x+3—$
Do d6, lim, [ f(X)—(-x+3)]= |ime1‘T1 =0,lim,__[ f(X)—(-x+3)]= Iimx_m% =0

X
Véy tiém can xién ctia d6 thi hAm s6 y = f (x) 12 dwong thing y=-x+3

IV. GIAI BAI TAP SGK

2
Bai 1: Hinh 1.26 1 d0 thi ciaham s§ y = f (x) = 22X I
X J—
IRT I
y=2 o A
é / \ *
TRl
w1t | it
v !
Hinh 1.26
St dung d6 thi nay, hay:
a) Viét két qua cua cac gioi han sau: lim,_,_ f(x);lim _,  f(x);lim __f(x);lim . f(x)

b) Chi ra cic tiém cin ctia d6 thi ham s6 da cho.

Lo giai
a) lim,__ f(x)=2lim_,  f(x)=2lim _f(x)=-o;lim . f(x)=-
b) Do d6, tiém cin dirng cta d6 thi hams61a x =1 x=-1.
Tiém cin ngang cua d6 thi hams6la y=2
. " . X2 +2x-3
Bai 2: DPuwong thang x =1 c6 phai la tiém can dirng ctia do thi hamsd y = 1 khong?

Lovi gii
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2
Do d6, dwdng thing x =1 khong I3 tiém can ding clia db thi ham s§ y =L’;3.
X_
Bai 3: Tim cac tiém cin ctia d6 thi ham s6 sau:
3-x 2x* +x-1
a) y= ; b) y=-"—"—.
)Y 2xX+1 )Y X+2
Lovi giai
3_ 34
a) Vi |imxwy=|imwwﬂ=|imxwX—=-1;|imH_wy=|imH_m3_—"=|imH_mX—1
2X+ oLt 2 2X+ oLt
X X
, N 2 _1 N LA A 3 w . \ ~ 3_X
Do do, duwong thang y:7 la tiém can ngang cua do6 thi ham s6 y = vk
X+
vi lim y=lim 3=X _ tim y =lim 3-x _
17 oyl iyl T 1V oy
(2 o) 2x+1 ) o) 2x+1
Do d6, dudng thang X=_—1 la tiém cin dirng cia d6 thi ham sé y = 3-X .
2 2x+1
1 1
2+———
. . 2% +x-1 . ( X XZJ
b)vilim,, y=Ilim _ —————=Ilim | Xx~——F%|=—
X+2 (1 2)
+7
X
1 1
2+-—-—
: 2% +x-1 . ( X XZJ
limy=lim = lim| x =+o0
X—>+00 X400 X 4 X—>+00 2]
1+—
X
2 —
Do d6, d6 thi ham s6 y:L);l khéng c6 tiém cin ngang.
X+
vi lim y=Ilim M——oo'lim y=Ilim M—+oo
x—>-2" X—>-2" X+ 2 ’ x—>-2" x—-2" X+ 2
s oa o 2XX=L
Do do, do thi ham so y:—2 c6 tiém can dirngla x=-2
X+
2
Ta cé y=2x X 1=2x—3+i
X+2 X+

lim[ f(x)-(2x-3)]= Xlirpw[ZX—3+—XJ5r2 —(2x—3)} = x'irpw—xiz =0
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. . 5 . 5
lim| f(x)=(2x-3)|= lim| 2Xx—-3+———(2x-3) |= lim——=0
X—)—aol: () ( ):I X—>—00|: X+2 ( ):| x—>—0 ¥ + 2
2 p—
Do d6, dd thi ham s& yzzx;);l c6 tiém can xién 1a: y = 2x—3.
X+

Bai 4: M6t cong ty san xuit d6 gia dung wéc tinh chi phi d€ san xuit x (san pham) 1a

C(x . x
C(x)=2x+50 (triéu dong). Khi do, f (x)= c 12 chi phi sn xu4t trung binh cho mdi san
X

phim. Chirng t6 rdng ham s6 f (x) gidmva lim,_, f(x)=2.
Tinh chit nay néi 1én diéu gi?
Lovi gii
C(x
Tacé: f(x)= ( ):2X+50
X X
_ C(x
\% f'(x)=i20<0 v&i moi s6 thue x nén ham sé f(x):L giam.
X X
50
2+—
lim £ (x) = lim 2720 _ jim =2 (dpem)
X—>+o0 X—>+o0 X X—>+o0

Tinh ch4t nay néi 1én: Khi sdn xuit cang nhiéu sdn phdm thi chi phi sn xuit trung binh cho mai
san phdm cang giam, nhwng khéng dudi 2.

Bai 5: Mot manh vuon hinh chit nhat cé dién tich bang 144m?. Biét d6 dai mot canh cdia manh vuon 1a
x(m).
a) Viét biéu thirc tinh chu vi P(x) (mét) cia manh vwon.

b) Tim cac tiém cin cta do thi ham sé P(x).
Lovi giai

a) P6 dai canh con lai ctia manh vuon la: %(m)
X

Chu vi cia manh vuron la: P(x)= 2(X+%j = 2x+@(m)
X X
b) Vi lim_,  P(x)= Iimxﬁ+m(2x+@) =+oo;lim,,_ P(x)= Iimxﬁ_w[2x+@j = —c0
X X

Do d6, dd thi ham s6 P(x) khéng c6 tiém can ngang.

Vilim _y= Iiquo(2x+%8j =—oojlim _ .y= Iimx_>o+(2x+£x8) =+o0

Do d6, dd thi ham s6 P(X) c6 tiém can dirng1a x=0.
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Ta cé: lim, [ P(x)-2x]= Iimx_>+w(2x+£x8—2x) = IimHWZ—iB =0

Do d6, d6 thi ham s6 P(X) c6 tiém c4n xién la: y = 2x.

Bai 4 - KHAO SAT VA VE PO THI CUA MQT SO HAM SO CO' BAN
1. SO PO KHAO SAT HAM SO
(1). Tim tap xac dinh ctia ham sé.
(2). Khao sat su bién thién ctia ham sé:
Tinh dao ham y’. Tim c4c diém tai d6 y' bang 0 hodc dao ham khong ton tai.
Xét d4u y' dé chira cac khodng don diéu cia ham sé.
Tim cwec tri cia ham sé.
Tim céc gidi han tai vo cuc, gidi han vé cuc va tim tiém cin cda do thi ham s6 (néu co).
Lap bang bién thién ctia ham so.
(3). V& d@d thi ctia ham s dwa vao bang bién thién.

Chi y: Khi vé do thi, nén x4c dinh thém mot sd diém dic biét cia do thi, chang han tim giao diém
cda do6 thi voi cac truc toa do (khi ¢ va viéc tim khéng qua phirc tap). Ngoai ra, cin lwu y dén tinh
déi xirng cua do thi (d6i xirng tdm, d6i xi¥ng truc).

GIAI HOAT PONG SGK

Tra loi cau héi Hoat dong 1 trang 26 SGK Toan 12 Két nai tri thirc

Cho ham s6 y = x* —4x+3. Thuc hién 1an lwot cac yéu ciu sau:

a) Tinh y' va tim cac diém tai d6 y'=0.

b) Xét diu y' dé tim cac khoang déng bién, khoang nghich bién va cwc tri cia ham s6.
c) Tinh lim lim, . y valap bang bién thién cia ham so.

d) VE d6 thi cia ham s6 va nhan xét vé tinh déi xirng ctia do thi.

X——00 y’

Loi giai
a) Tap xac dinh: D=R

Tacéd: y=2x-4,y=02x-4=0<=x=2
Vay véi x=2 thi y'=0.
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b) Trén khodng (—«0;2), y' <0 nén ham s& nghich bién. Trén khodng (2;+c),y' >0 nén ham sé

dong bién. Ham s6 dat cuc ti€u tai x =2, gia tri cuc ti€u y.; =—1. Ham s6 khong cé cuc dai.

¢) limy = lim (x* —4x+3) = Iim[xz(l—ﬂ+i :|=+oo

X—>—00 X—>—00 X—>—00] X X2

limy = lim (x* —4x+3) = Iim{x{l—%+%) = +o0

X—>+o0 X—>+a0 X—>+a) X

Bang bién thién:

X —o2 2 +o0
y' — 0 +
Y | 40 o0
-1
d) o thi:
Y

-

N

Giao diém ctia d6 thi ham s8 y = X’ —4x+3 véi truc tung 1a (0;3).

X= 3 ¢ o N PR N s \ \ , .
Tacé: x> —4x+3=0< { .Do do¢, giao diém cia do6 thi ham sé v&i truc hoanh la cac diem

(3;0);(10).

Diém (4;3) thudc do thi ham s6 y = x* —4x+3.

D6 thi ham s6 nhan dwong thang x =2 1am truc ddi xirng.
d) Do thi:

Giao diém ctia d6 thi ham s6 y = X’ —4x+3 véi truc tung 1a (0;3).

X - ¢ 7 N . Y ~ Y Y Y 7 - A
Tacod: X* —4x+3=0< { . Do d6, giao diém cua do6 thi ham sé vé&i truc hoanh la cac diem
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(3,0);(10).
Diém (4;3) thudc do thi ham s6 y = x* —4x+3.

Do thi ham s6 nhin dwdong thang X =2 1am truc ddi xng.
11. KHAO SAT VA VE b0 THI HAM SO PATH(*C BAC BA
Chi y: D0 thi ctia ham s§ bicba y =ax’ +bx* +cx+d (a=0):
C6 tim doi xrng la diém c6 hoanh do thod man y" =0,

b
hay x=—-—.
y 3a

Khong c6 tiém can.

A7 '

Hinh 1.28

GIAI HOAT PONG SGK

Vi du 1: Khdo sat sy bién thién va vé do thi cia ham s6 y=—x*+3x* -4
Lovi giai
TAp xac dinh cia ham so: R.

Sw bién thién:
Ta c6: y'=-3x"+6x.Vay y' =0 khi x=0 hodc x=2.

Trén khoang (0;2),y’ >0 nén ham s6 dong bién. Trén cac khodng (—;0) va (2;+w), y'<0 nén
ham s8 nghich bién trén méi khoang dé.

Ham s6 dat cuc tiéu tai x =0, gia tri cuc ti€u Y., =—4. Ham s6 dat cwc dai tai X =2, gia tri cuc
dai Y., =0.

Gidi han tai vo cuc:

IimX—>—00y = Iimx_>—°0X3 (_1+§_i3j =+, Iimx—>+ooy = Iimx—>+°0X3 (_1+§_ij =—.
X X X

Bang bién thién:

LS
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P thi (H.1.28):

Giao diém ctia do thi ham s véi truc tung 12 diém (0;-4).

Taco y=0< —x*+3x* —4=0< —(x—-2)*(x+1)=0< x=-1 hodc x=2.Do d6 giao diém ctia

dd thi ham s véi truc hoanh 1a cac diém (-10) va (2;0).

Do thi ham s8 c6 tim d6i xtng 1a diém (1;-2).

Vi du 2: Khao sat sy bién thién va vé db thi ctia ham s6 y = x® —2x* + 2x—1.
Lovi giai

Tap xac dinh cia ham so: R.

Sw bién thién:

Tacéd: y' =3x*—4x+2.Vay y' >0 véimoi xeR.

Ham s§ dong bién trén khodng (—;+).

Ham s6 khong c6 cuec tri.

N . . 2 2 1
Gi6i han tai vo cyc: lim ___y=lim ___x° (l——+———} =—0w;
X X

. g 2 2 1
limy=Ilimx’|1-—+——-— |=+x
X—>+00 X—>+0c0 X X X
Bang bién thién:
X |- +x
' +
—o0

Db thi (H.1.29):
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|
1
P
Sl
|
i
\\—-rﬂlm
I

Hinh 1.29
Giao diém ctia dd thi ham s6 vé1i truc tung 1a diém (0;-1).
Tacé y=0< x> —2x* +2x-1=0

<:>(x—1)(x2—x+1)=0<:> x=1.

Do d6 giao di€m ctia dd thi ham s véi truc hoanh 1a diém (1;0).
Ay . \ ~ 7 A N 7 by = A 2 7
b6 thi ham s6 c6 tam doi xirng la diém 5;—5 .

Luyén tap 1 trang 28 Toan 12 Tap 1: Khao sat sy bién thién va vé d6 thi cia ham sé
y=-2x+3x* -5x.

Lovi giai
Tap xac dinh cia ham s6 1a R.

Sw bién thién:
el 1 7
Taco: y'=-6X"+6X—-5=-6 X—E —§<0 voimoi X e R.

Ham s8 nghich bién trén khodng (—o0;+).
Ham s6 khong c6 cuc tri.

Gidi han tai vo cuec: Iimx_,_w(—2x3 +3x? —5x) = +00; lim —2x° +3x2 —5x) = —oo - Bang bién

X—>+oo(

thién
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DO thi
Tacé y=0<-2x>+3x* —5x=0<x=0.

Do thi ham s8 giao v&i truc hoanh va truc tung tai (0;0).

Do thi cé tAm déi xirng la (%;—2)

=

111. KHAO SAT VA VE PO THI HAM SO PHAN TH(*C HU'U Ti

a)(er(c;zto,ad—bc;«rso)
cxX+d

a) Ham s6 phan thirc y =

Chu y: D6 thi cia ham s6 phan thirc y = ax+Db

(c=0,ad —bc#0) :
cx+d

Nhén giao diém cida tiém cin dirng va tiém cin ngang lam tim d6i xing;

Nhén hai dwdong phan gidc ctia cac goc tao béi hai dwong tiém cin nay lam cac truc déi xirng.

2
b) Ham s6 phin thirc y= aX;X—quH:(a #0, p=0, da thirc tir khong chia hét cho da thirc
+
maul]
2
Chii y: Db thi clia ham s8 phan thirc y = aX;X—qu” (@#0,p#0, da thirc tir khong chia hét cho
+

da thirc mau):
Nhén giao diém cida tiém cin dirng va tiém cin xién lam tdm d6i xing;

Nhén hai dwong phén giac cia cac goc tao béi hai dwong tiém cin nay lam cac truc déi xirng.
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GIAI HOAT PONG SGK
] . a8 oaw a1 s X+1
Vi du 3: Khdo sat sw bién thién va vé do6 thi cta ham so y = Tl
X_
Loi giai
TAp xac dinh cia ham s6: R\ {2}
Sw bién thién:
Taco: y'=———= <0 voimoi Xx#2.
(x-2)
Ham s& nghich bién trén tirng khodng (—;2) va (2;+w).
Ham s6 khong c6 cuc tri.
iam can: li i x+1 i i x+1 )
Tiém can: m _,y= Imx_ﬂ,ﬁ =—oojlim . y= 'mx—>z+ﬁ =+00;
limy = lim > 21 fimy = im 2L 21
X—>+00 X+ X — 2 X—>—00 Xx—>—o X — 2

Do d6, do thi cia ham s6 c6 tiém cin dirng 12 dwong thang X =2, tiém cin ngang 1a dwong thang
y=1.

Bang bién thién:

X —0 2 400
1 0
Pb thi (H.1.30):
¥a .
61 I|I
4t K
y=1 T o
I — :‘1 3 -
5 -4 21790 [2 4 & 8~
ol
I
| |
A 4 i Ill =
|
Hinh 1.30
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. .4 2 A - \ ~N 7 = \ = A 1
Giao diém cua do thi ham s6 véi truc tung la diém (O; _Ej .
Giao diém ctia do thi ham s véi truc hoanh la diém (-1;0).
D0 thi ham s6 nhan giao diém /(2;1) cta hai duwong tiém can lam tAm d6i xtng va nhan hai
dwong phén gidc cda cac goc tao béi hai dwong tiém can nay lam truc déi xirng.

Luyén tap 2 trang 29 Toan 12 Tap 1: Giai bai todn & tinh huéng mé dau, coi f(x) 1a ham sé xac
dinh véi x>1.

Loi giai

C(x) _2x+45

Co f(x)= " 9

Co f'(x)=%425<0,VX21 nén ham sé f(x)=M 12 ham s& gidm.

X
45
2+ —
Co Iimx—>+aof(X)zlimX—HwM:"mx_proo 1X =2
X

Do d6 chi phi trung binh gidm theo x nhwng luén 1én hon 2 triéu dong/san pham.

X , C(x
Diéu nay duwoc thé hién trong Hinh 1.27 1a d6 thi ham s8 f (x)= L c6 tiém can ngang la
X

dudng thing y =2 va di xudng trong khoang (0;+).

Van dung trang 29 Toan 12 Tap 1: Mot bé chira ban d4u c6 200 lit nwéc. Sau dd, cr moi phut
nguoi ta bom thém 40 1it nwdc, dong thoi cho vao bé 20 gam chit khir trung (hoa tan).

a) Tinh thé tich nwéc va khéi lwong chat khir trung cé trong bé sau t phut. Ttr @6 tinh néng do
chat khtr trung (gam/lit) trong bé sau t phit.

b) Coi ndng dd chat khir trung 1a ham s& f(t) voi t°0. Khdo sat sy bién thién va vé do thi cia

ham sé nay.

c) Hay gidi thich tai sao néng d6 chat khir trung tang theo y nhwng khéng vwot ngwdng 0,5
gam/lit.

Lovi giai
a) Thé tich nwéc c6 trong bé sau t phatla: V (t)=200+40t (lit).

Khéi lugng chit khir tring cé trong bé sau t phatla: M(t) = 20t(gam).

Nong do chat khir tring trong bé sau t phut la: _ 20t (gam/lit).

9

200+ 40t
20t
b =f(t)=———(t>0).
)y ( ) 200+40t( )
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Tap xdc dinh ctia ham s§ 1a D =[0;+c0).
Sw bién thién

20(200+40t)-20t40 4000
(200 + 40t)? (200 +40t)>

Tacé y = >0 véimoi teD.

Ham s6 luén déng bién trén D.
Ham s6 khong c6 cuc tri.

Tiém can:

. 20t 1 1 ,
lim —————==.Dodb y== latiém cin ngang cuia dé thi ham s6 (phan bén phai truc Oy).
500 £ 40T 2 y=5 ®m cdn ngang i (p p ic Oy)

. 20t
lim ,——=0
129200+ 40t

Bang bién thién

Do thi.

Ham s6 di qua diém (0; 0); 1;i : 2;l .
12 7

[S]
e
-

OViy = LOZ >0,vt>0 va IimHmA _1 nén nong do chat khir trung tang theo
(200 + 40t) 200+40t 2

y nhung khéng vwot ngwdng 0,5 gam/lit.

x> —x-1

Vi du 4: Khéo sat va vé do thi ciaham so y = 5
X —

Loi giai
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Tap xdc dinh ctia ham s6: R\ {2}.

Sw bién thién: Viét y = X+1+L :

X-2
2 2
Taco: y'=1- = =X "3 a0 X T34 =1 hoge x=3.
(x-2) (x-2) (x-2)

Trén cac khodng (—;1) va (3;+c),y’>0 nén ham s dong bién trén tirng khoang nay. Trén cac

khodng (1,2) va (2;3),y' <0 nén ham s nghich bién trén tirng khodng nay.
Ham s6 dat cyc dai tai x=1 v&i Y., =1; ham s6 dat cyc ti€u tai x=3 véi y.; =5.

w1 1 1

lim _lim xz—x—l_l.m X oo lim L X
m,, y=im,_  ————=im__, 2 =—colim, .. Yy= Xt A X—+00 2
— 1_2 X — 2

X X

Tiémcan: lim _ y= Iimxﬁz(x +1+ éj =—oojlim _.y= Iimxﬁz+(x+1+ sz =+00;

lim[[y—(x+1)]= lim—— =0; lim[ y— (x+1)] = lim—— =0

X—>+00! X—>+0 X — 2 X—>—00 x>0 X — 2

Do d6, do thi ham s6 c6 tiém cin dirng 1a dwong thang x =2, tiém cin xién 1a dwong thang
y=X+1

Bang bién thién:

P& thi (H.1.31):

LS
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Hinh 1.37

. e 2 M . \ ~ ] by (. 1
Giao diém cua do thi ham so voi truc tung la diém (O; Ej .

CX= . Do d6 giao diém ctia d6 thi ham sé véi

1445
J=i0).

2_ — —
Ta cé y=0<:>x—)(21=0<:>x=¥ hoa

- e

truc hoanh 1a cac diém [T;Oj va (

1+J§
2

Do thi ham s8 nhan giao diém 1(2;3) cta hai dwdng tiém can lam tAm ddi xrng va nhan hai
dwong phin gidc cia cac goc tao bdi hai dwong tiém cdn nay lam cac truc doi xirng.

X2+ x—2

Vi du 5: Khao sat sw bién thién va vé do thi chtaham sé y = 1
X+

Lovi giai
TAp xac dinh cia ham sd: R\ {—1} .

Sw bién thién:

Viét y=x—i,tacé y' =1+ > >0 voimoi x#-1.
x+1 (x+1)

Ham s§ dong bién trén tirng khodng (—;-1) va (-1;+x).
Ham s6 khong c6 cuec tri.

2 2
x+1—; Cax—2 x+1—;

=—oo;lim =400

X—>—o0 y - X—>—00 X—>—c0 1 X—>+00 y = IImx—Hoo = IImX—)JroO 1
1+ = 1+ =
X X

A A . 2 . .
Tiémcan: lim. _y=Ilim | X——— [=+4o;lim_ _y=Ilim | X——— |=-w;
v : x—>-1 X—>—— X+1 x—>-1 x—>-1

LS
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lim[y—x]= Iim(—iljzo; lim[y—x]= Iim(—iljzo

X—>+00 X—>+00l X + X—>—00 X—>—00 X +

Do d6, dd thi ham s& c6 tiém cin dirng 12 dwong thang X =—1, tiém c4n xién 12 dwong thang
y =X.

Bang bién thién:

Do thi (H.1.32):

Hinh 1.32

Giao diém ctia dd thi ham s véi truc tung 12 diém (0;-2).

2
p X"+ X-2 - L - 0 AW a1 1s N
Ta co y=0<:>—1:0<:>X:—2 hodc x=1.Do dé giao diém cua do thi ham so6 véi truc
X+

hoanh 1a cic diém (—2;0) va (1;0).
D06 thi ham s6 nhén giao diém / (—1; —1) cda hai dwong tiém cin lam tAm d6i x{rng va nhan hai
dwong phin gidc cia goc tao bai hai dwong tiém cin nay lam cac truc déi xirng.

Luyén tap 3 trang 32 Toan 12 Tap 1: Khéo st sw bién thién va vé d6 thi cia ham so
2
_—=X"+3x-1
X—2

Loi giai
TAp xac dinh ctia ham s6 1a R\{2}.

Sw bién thién:
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— 2 —
Céo :X+—3X1:_X_|.1+i
X—2 X—2
, 1 L
y'=-1-—-<0 véimoi x+2,
(x=2)

Ham s& nghich bién trén tirng khodng (—«0;2) va (2;+w).

Ham s6 khong c6 cuec tri.

1+3 L
li I —X2+3X—1 li X X2
Imx—>—oo y = Imx—»—oo _ 2 = Imx—>—oo 1 2 = +OO,
X X
1+3 L
| li X2+3X—1 I X X2
ImX—>+OO y = ImX—)+00 _ 2 = ImX—>+OO 1 2 ©
X X
Tiém can
2 2
. . —X“+3x-1 . . —X“+3x-1
lim _y=lim ——==-ow;lim _y=lim  ——— =+
Xx—2 x—2 X—2 x—2 X—>2 X—2

Do d6 x =2 la tiém cin dirng ciia d6 thi ham sé.
lim,,,.[ y—(-x+1)]=lim 1 _0lim [y—(-x+1)]=lim 1 o
X—>+0a0 X—>+00 X—2 X—>—c0 X——c0 X—2

Do d6 y=—x+1 latiém cin xién cta d6 thi ham so.
Bang bién thién

- )
I 2 +m

}J -

||
’ \. "\» .

o

D6 thi

. U R 1
Giao diém cua do thi ham s6 vé&i truc tung la (O; Ej

Giao diém ctia d6 thi ham s6 véi truc hoanh la (3_2\/5 ;OJ{?H_Z\/g : 0}

D06 thi ham s6 nhén giao diém I(2; -1) cia hai dwong tiém cin lam tAm do6i x&ng va nhan hai
dwong phén gidc cia cac goc tao bai hai dwong tiém cdn nay lam céc truc déi xing.
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i'-}‘II"

IV. GIAI BAI TAP SGK
Bai 1: Khdo sat sw bién thién va vé do thi cia cac ham so sau:
a) y=—x>+3x+1; b) y=x*+3x*—x-1.
Lo giai
a) y=—x>+3x+1
TAp xac dinh ciaham s61a R.
Sw bién thién
Yy =-3x"+3y =0 -3x*+3=0< x=1 hod x=-1.
Trén khoang (-1; 1), y' >0 nén ham sé dong bién.
Trén cac khoang (—;-1) va (1 +), y' < 0 nén ham s& nghich bién trén méi khoang dé.
Ham s6 dat cuc ti€u tai x =—1, gid tri cuc ti€u y.; =-1. Ham s6 dat cwc dai tai x =1, gia tri cuc

dai yee =3.

Gidi han tai v6 cuc: lim

X—>+ao0

(—x3 +3X +1) =lim_, _—-x° (1+i+ij = —00;

IimH_w(—x3 +3X +1) =lim_, _-x° (1+—+i3j = +o0
X

Bang bién thién

= a0 -1 1 S

¥ - - -

-

Do thi

Giao di€m ctia dd thi ham s véi truc tung 12 (0;1).
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D6 thi ham s di qua diém (-1;,-1); (13).

Do thi c6 tam déi xtng la (0;1).

]
!-I
Y

b) y=x>+3x*—x-1
TAp xac dinh cia hams61a R.
Sw bién thién

y,=3x2 +6x—1;y'=0<::>3x2_|_6X_;|_=0<:;,x=_?’Jr—;\/§ hoic X=—3—32\/§_

—3-243 —3+23
3 3

Trén khoang ( ], y' <0 nén ham s6 nghich bién.

3-23

Trén cac khoang [—oo; 3

J va (_34_—32\/5;%0} ,y' >0 nén ham s6 dong bién trén cac
khoang do.

3423

3-23
3

Ham s6 dat cuc dai tai x = — va dat cuec tiéu tai x =

Gidi han tai vo cuc:

X X X
“mkw4ﬁ+3ﬁ—X—g="mHﬁJ1}+§—J%“%]=—w
X X X

Bang bién thién
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DO thi

Do thi ham sd giao Oy tai (0;-1).
Do thi ham s8 di qua diém (-2;5);(12).

Do thi c6 tam déi xtng 1a (-1;2).

T

Bai 2: Khdo sat sw bién thién va vé d6 thi ciia cac ham s6 sau:

2X+1 X+3
a) y= ; b) y=—.
X+1 1-x
Loi giai
2X+1
a) y=
X+1

T4p x4c dinh ciia ham s§1a R\ {-1}.
Sw bién thién

2(x+1)-(2x+1) 1
(x+1)* (x+1)?

Coéy' = >0 véimoix =-1.

Ham s8 dong bién trén cac khodng (—o0;-1) va (-1+).

Ham s6 khong c6 cuc trii.

Tiém can
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lim —tim 2 im _fim 2L
oy Y T My S T MMy YIS0 T

1 1

2+— 24 =
Ilmx_,fooy—|Imx_,,w—1—2,I|mH+wy_I|mX_Hw_1_2

1+= 1+ =

X X

Do d6 x=-1 la tiém cdn drng cta d6 thi ham s6 va y =2 1a tiém cin ngang cta d6 thi ham s6.
Bang bién thién

X —n | +0

'

y + +

y 2"#’;*;;iﬂd_‘d_,_.+w An_,#fﬂf~*“"’f’##d#’

2

Do thi

T I S . R aix 1
Giao diém cua do thi ham so voi truc tung la (0;1) va giao voi truc hoanh tai diém (—E ; Oj.
Do thi ham s6 nhan giao diém (—1;2) cta hai duwong tiém cin lam tdm d6i ximg va nhan hai
dwong phin gidc ciia goc tao boi hai dwong tiém cin nay la truc doi xing.

J'l.}.'
x=r1

X+3
b) y=——
)y 1 x

TAp xac dinh ciia ham s6 1a R\ {1}.
Sw bién thién

(1— x)+(x+3) 4
1-x? (1-x)?

!

y = >0 véimoi x=1.

Ham s dong bién trén cac khodng (—0;1) va (1 +e).

Ham s6 khong c6 cuc tri.
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' X : X+3
lim . y=Ilim_ =—o0;lim l,y—IlmHl,ﬁz
:I.-|-§ 1+§
lim,,, y=lim_, —%X=-%lim_ _y=lim_ —X=-1
X+ | X—>—00 x>-]
i_l 7_1
X X

Do d6 x=1 latiém cin dirng cia d6 thi ham s va y =-11a tiém cdn ngang ctia d6 thi ham sé.
Bang bién thién

X —D 1 +c0

y' + +

y l/m 40//" -1

Do thi

Giao di€m ctia dd thi voi truc tung 1a (0;3), giao di€m ctia dd thi véi truc hoanh 1a (-3;0).

Do thi ctia ham s6 nhén giao diém I(1; -1) cta hai dwong tiém cdn lam tAm doi xirng va nhin hai
dwong phan gidc cia cac goc tao bai hai dwong tiém cdn nay lam truc doi xing.

"7. =1

=]
i

Bai 3: Khdo sat sw bién thién va vé do thi cia cac ham so sau:

2x2 —x+4 X% +2x+1
a) y=—————; b) y=——-—.
x-1 X+3
Loi giai
2X° — X+ 4
a)y=———
x-1

Tap xac dinh cia ham s6 1a R\ {1} .

Sw bién thién
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5 5 2-J10 24410

COYy=2-——;y=02- =0 x= hodc x = .
oYEeT oy (x—1)° g o€ 2

Trén cac khoang | —;
2 2

2—\/170J Vé(2+\/13

;+oo] , €0 y' >0 nén ham s6 déng bién trén tirng

khoang nay.

Trén cac khoang (

2—;/16;1J R [L_2+;/TO

], c6 y' <0 nén ham s6 nghich bién trén khoang

nay.

\ L 2— \ . .
Ham s6 dat cuc cwc dai tai x = va dat cuc ti€u tai x =

2+\/1_O
5

2 1+ 4
li li 2X2—X+4 li X X2 ]
Imx—>—ooy= ImX—)—wfz Imx—>—oo—1:_oor
X X
2——+—
| I 2X2 X+4 I X X2
ImX—)+OOy= ImX—)+OO _ = ImX—>+00 1 1 _+w
X X
Tiém can
) . 2X2 —x+4 . . 2x° —x+4
lim 1+y:I|m 1+—=+oo;|lm l,y:IIm =
X—. X—. X_]. X—. X X_l

. . 5 . . 5
lim —(2x+1) |=Ilim ——=0;lim —(2x+1) |=Ilim ——=0
X—>+w|:y ( )] X—>+00 X—1 xa—oo[y ( ):I X—>—00 X—1
Do d6 x=1 latiém cin dirng cia d6 thi ham s va y =2x+1 la tiém cin xién ctia d6 thi ham sé.

Bang bién thién

o 2-410 . 2+410 o
2 2
y' + 0 — - 0 +
y —2\/!1_0+3 + / +a0
. / \m 21043

Do thi
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Giao diém ctia d6 thi ham s6 véi truc tung la (0; -4).
Do thi ham s6 khong cat truc hoanh.

D0 thi ham s8 nhan giao diém I (1;3) cta hai dudong tiém cin lam tAm ddi xrng va nhan hai

dwong phin gidc cia cac goc tao béi hai dwong tiém cdn nay lam cac truc doi xrng.

v

=y

X2 +2x+1
b) y=——-—
X+3

TAp xac dinh ciia ham s6 1a R\ {-3}.

Sw bién thién

] X* +2x+1 4
COy=——""=xX-1+——
X+3 X+3
x=-1
Co y’=1—%;y'=0<:>1— 4 =0 (x+3)’ =4
(x+3) (x+3) X=-5

Trén cac khoang (—;-5) va (=1+), y' > 0 nén ham s§ dong bién trén cic khodng nay.
Trén cac khoang (-5;-3) va (-3;-1), y’' <0 nén ham s nghich bién trén cac khoang nay.

Ham s6 dat cuc dai tai X =—5 véi Yo, =—8; ham so dat cwc ti€u tai x=-1 véi y.; =0.

(14241
- : X2 +2x+1 . X X
Ilmx—>+ooy= IImX_H.OO—: ||mx_>+00 = 400
X+3 ( 3)
X|1+—
X
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lim

X—>—00 y - X—>—c0 ImX—)—ao
X+3 ( 3)
X 1+—
X

Tiém can

) X2 +2x+1 ) ) x?+2x+1
lim SR e L1110 _y=Ilim A
X—(-3) x—>(-3) X+3

Ilmx—)(—3)* y - x—(-3)* X+3

. . 4 . . 4
lim —(x=1) [=lim ——=0;lim —(x-1) |=lim ——=0
X%+oo|:y ( )] X—>+00 X+3 xa—aol:y ( ):I X—>—c0 X+3
Do d6 x=-3 la tiém cédn dirng ctia d6 thi ham s6 va y = x—1 la tiém cén xién ctia d6 thi ham so.

Bang bién thién

y' + 0 — - 0 +

N N e

Giao diém cta do thi véi truc tung la (0; %)

Do thi

Giao diém ctia dd thj véi truc hoanh 1a (-1,0).

D06 thi ham s6 nhén giao diém I(-3; -4) cta hai dwong tiém cin lam tAm déi x{rng va nhén hai
dwong phin gidc ctia cac goc tao bdi hai dwong tiém cin nay lam cac truc doi xirng.

vk

"//1“ x
-3

Bai 4: M6t c6c chira 30ml dung dich KOH (potassium hydroxide) véi néng d6 100mg/ ml . Mot
binh chira dung dich KOH khac v&i nong dé6 8mg/ ml dwgc tron vao coc.
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a) Tinh ndng d6 KOH trong c8c sau khi tron x(ml) tir binh chira, ki hiéula C(x).

b) Coi C(x) la ham s xac dinh v&i x°0. Khao sat sy bién thién va vé do thi ham sg nay.

c) Gidi thich tai sao néng do KOH trong c6c gidm theo x nhwng ludn 1én hon 8mg/ml.
Loi giai

a) Téng khoi lwong KOH sau khi tron 1a: 30.100 + 8.x = 3000 + 8x (mg).

Tong thé tich dung dich sau khi trén la: 30 +x (ml).

Nong d6 KOH trong cdc sau khi tronla C(x) = %(mg /ml).
+
b) C(X)= 3000+8X, S
30+ X

Tap xdc dinh ciia ham s§1a D =[0;+x).
Sw bién thién

8(30+x)—(3000+8x) 2760
(30+x)?  (30+x)?

C6 C'(x)= <0 véimoix °0.

Ham s ludn nghich bién trén [0;+).
Ham s6 khong c6 cuec tri.
Tiém can

3000
+

—+8
im C (x) = lim 0K fim X g
X—>+00 x>+0 30+ X X—>+00 Y
X

Do d6 y =8 la tiém cin ngang cla d6 thi ham s6 (phan bén phai truc Oy).

Bang bién thién

Cix) -
1
Cix) \
2

Ham s6 giao véi truc Oy tai diém (0; 100).

Do thi
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Ham s6 di qua diém (120; %);(200; 20).

) Vi C'(x)= 2100 0,vx>0 va lim,_,, C(x)=8 nén ndng do KOH trong cdc gidm theo X
30+ x)’ ot

nhung luén 1é6n hon 8mg/ ml.
Bai 5: Trong VAt li, ta biét rang khi mic song song hai dién tré R1 va R2 thi dién tré twong

dwong R cua mach dién dwoc tinh theo cong thirc R = Rl—R; (theo Vat li dai cwvong, NXB Giao
+ 2

duc Viét Nam, 2016).

Gid str mot dién tré 8 W dwoc mac song song véi mot bién tré nhw Hinh 1.33. Néu dién tré d6
duoc ki hiéu x(W) thi dién tré twong duwong R 12 ham s6 ctia x. V& dd thi ctia ham s8

y =R(x),x>0 va dua vao dd thi da vé&, hdy cho biét:
a) Pién tré twong dwong cia mach thay doi thé nao khi x ting.

b) Tai sao dién tré twong dwong ciia mach khong bao gior vweot qua 8 W.

8 (2

AN

X

)

Hinh 1.33

LS

Loi giai
Tacod y= R(x)=8—x,x>0
8+ X
Tap x4c dinh D =(0;+c0).
Sw bién thién
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8(8+x)-8x 64
B+x)?  (8+X)?

>0,vx>0

Ham s6 luén dong bién trén (0; +oo).
Ham s6 khong c6 cuec trii.

Tiém can

cey=lim, =8
—+1
X

lim

Viy y =8 la tiém cin ngang cua d6 thi ham s6 (phin bén phai truc Oy).

Bang bién thién

8
¥
0

Do thi ham s8 giao voi Ox, Oy tai (0;0).

Do thi

b6 thi ham s6 di qua (1; gj;(Z; g)

L

y=8

aViy = g 6";()2 >0,Vx>0 nén khi x tang thi dién tré twong dwong ctia mach ciing tang.
+

b) Vi y'= @ 64;()2 >0,vx>0va lim_,  y=8 néndién tré twvong dwong ciia mach khong bao gior
+
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BAI TAP ON CHUONG I
Bai 1: Cho ham s§ y = f (X) c6 dao ham trén khodng (a; b). Phat bi€u nao duwéi dy 1a ding?
A.Néu f'(x)>0 véi moix thudc (a; b) thi ham s§ y = f (x) dong bién trén (a; b).
B.Néu f'(x)>0 v&i moi x thudc (a; b) thiham s y = f (x) dong bién trén (a; b).
C.Ham @ y = f (x) dong bién trén (a; b) khi va chi khi f
D.Ham s y = f (x) dong bién trén (a; b) khi va chi khi f
Loi giai

'(x)>0 vé&i moi x thude (a; b).
(

X) >0 v&imoi x thudc (a; b).

Choham s y = f (X) c6 dao ham trén khodng (a; b). Néu f'(x)>0 v&i moi x thudc (a; b) thi ham s&

y = f (x) dongbién trén (a; b).

Chon B
Bai 2: Ham s6 nao sau diy nghich bién trén R ?
A y=—x>+3x*-9x; B. y=—x*+x+1; C. y:X__;; D. y=2x*+3x+2.
X_
Loi giai

Ham s8 y =—x*+3x*—9x c6:
y'=-3x* +6x—-9=-3(x* —2x+1)-6 =-3(x—1)* ~6 < Ovxe R

Do d6, ham s& y =—x> +3x* —9x nghich bién trén R.

Chon A
Bai 3: Ham s6 nao dwéi day khong co cuec tri?
A y=|x. B.y=x", C.y=-%+X. D.y=2"1
X+1
Lo giai

St dung kién thirc vé dinh If cwc tri ham s& dé tim ham khong c6 cuc tri: Gid st ham s8 y = f (x)

lién tuc trén khoang (a;b) chira diém X, va c6 dao ham trén cac khodng (&;%,) va (X,:;b). Khi dé:

Néu f'(x)<0 véimoi xe(a;x,) va f'(x)>0 voi moi Xxe(X,;b) thi diém X, 1a mét diém cuc tiéu

ctia ham sg f(x).
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Néu f'(x)>0 v&éimoi xe(a;x,) va f'(x)<0 véimoi X e(X,;b) thi diém X, 1a mot diém cuc dai

ctia ham s§ f(x).

Bai 4: Gia tri 16n nhit cia ham s6 y = (x—2)° -e* trén doan [1; 3] 1a:

A. 0. B. €°. C. e D.e.

Lovi giai

Tacé: y'=2(x-2)e"+e*(x-2)°,y' =0 2(x—2)e* +e*(x-2)* =0

e (2+x-2)(x-2)=0< xe*(x—2) < x=0 hodc x=2
y(0)=4y(1)=ey(3)=¢%y(2)=0

Do d6, gid tri lén nhat ctia hAam s8 y = (x—2)°. e* trén doan [1; 3]1a €°.

ChonB

Bai 5: Cho ham s8 y = f (x) théaman: lim . f(x)=Llim _ f(x)=Llim__ f(x)=2 va

lim,,... f (Xx)=2.Khing dinh nao sau day la ding?

x—2"

A. Duwong thang x =2 1a tiém cin dirng cia do6 thi ham sé.

B. Duong thiang y =2 1a tiém can ngang cta do thi ham s6.

C. Pudng thang y =113 tiém cin ngang ctia d6 thi ham sé.

D. Pudrng thang x =2 1a tiém cin ngang ctia do thi ham sé.
Loi giai

vilim_,_, f(x)=2lim,,,, f(X)=2 nén duongthdng y=2 la tiém cin ngang ctia do thi ham s6, vi

f
lim . f(x)=%lim  f(x)=1nénddthihamsg y= f(x) khong cé tiém cén ding.

x—2*"

Chon B
2 —

Bai 6: Tiém cin xién ctia do thi ham so y:LXZ2 1a
X+

A y=-2. B. y=1. C.y=x+2. D. y=xX.
Loi giai

, X2 +2X—2 2
Tacd: y=——————=X———
X+2 X+2
C . 2 . 2
Lai c6: lim_,, (y—x)=lim | x———-x|=lim_,  ———=0
X+2 X+2

lim(y—x)= lim x—i—x = Iim—izo
X—>—00 X—>—00 X+2 x—>—0 X4 2

X2 4+2x-2

Do d6, dudong thing y = x 12 tiém cn xién ctia d6 thi hAm s6 y = 5
X+

Chon D
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Bai 7: Cho ham s§ y = f (x) xdc dinh trén
RN\ {33}
lién tuc trén moi khoang xac dinh va c6 bang bién thién nhw sau:

X -0 1 2 3 o
f{x) - - 0 3 +

1 7 >
fx) hh“‘*xxﬁn* } ﬁh%‘”““~1.5 ”’,/,,f"*n P4‘f’/f!,ff*

Khang dinh nao sau day 1a sai?

A. Duong thang y =112 tiém can ngang cua do thi ham sé da cho.

B. Duong thing y=-11a tiém cin ngang ctia d6 thi ham s& da cho.

C. buong thang x =3 1a tiém cin dirng cta do thi ham sé da cho.

D. Duong thang x =1 1a tiém can drng ctia d6 thi ham s6 da cho.
Lo giai

Vilim _ f(x)=-Llim . f(x)=7 nénduongthing x=1 khong phai la tiém cin dirng cia do thi
ham sé da cho.

Chon D
Bai 8: D6 thi trong Hinh 1.37 1a d6 thi cia ham so6:
| Ay
IIiI
P
— 2
i _'_,__,-o-"'"____
i f__,-:-
A7
'Ill -
T/ |0 X
|
Hinh 1.37
X+2 2x+1 x-1 X+3
A y=——. B. y= . C.y=——. D.y=——.
y X+1 y X+1 y X+1 y 1-x
Loi giai

D6 thi ham s6 trong hinh 1.37 ¢6 tiém cin ngangla y=2.
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1
2+~
xétham s6: y= 2 e tim X jim 7 X _5 nan db thi ham s6 y = 22X c6 tiem can
x+1 X+ 141 X+1
ngangla y=2.
x-1 =~ x+3 = X+2

Puong thang y =2 khong la tiém cin ngang cua cac do thi ham sé y =

x+1y_1—x’y_x+1'
Chon B

Bai 9: D6 thi trong Hinh 1.38 1a d6 thi cia ham so6:

\ ka." /
\4
2 1
1] /10 1 X
pdi
A2
ik
Hinh 1.38
1 2X+1
A y=x——:. B. y= .
Y x+1 Y X+1
2 2
Cy= X —x+1 D.y= X +x+1
X+1 X+1
Lo gidi
2
Do thi ham sé trong hinh 1.38 c6 dang: y = ax+—bx+c(a #0, p#0) va da thirc ti khong chia hét

pX+q
cho da thitc mau. Do d6, loai dap an  B.

D6 thi ham s6 trong hinh 1.38 di qua diém
(-2-3)
Do do¢, loai dap an C.

D6 thi ham s6 trong hinh 1.38 di qua diém (0; 1). Do d6, loai dap an A.

" X“+X+1
Hamso y = =X+—— ¢ob
X+1 X+1
: X+ X +1 : X +x+1 A . A A a e
+lim_ . =4o0;lim =—o0 nén dwong thang x=-1 la tiém can dirng cuia do thi
x—>-1 x—>-1 0 5 .
X+ X+1
ham so
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lim(y-x)= Iim[x+i1—x} = Iimilzo,
X—>+o0 X—>+o0) X+ X—)+OOX +

. . 1 . 1 A s o A A iAo
lim,, (y-x)=lim__, X=X =I|mH_w—1=O nén dwong thang y = x 1a tiém cin xién cua
X+ X+

d6 thi ham so.

Chon D
Bai 10: Xét chiéu bién thién va tim cac cuc tri (n€u cd) clia cic ham so sau:
a) y=x>-3x"+3x-1; b) y=x"-2x*-1;
2x-1 X2 +2X+2
cy= dy=——.
)y 3x+1 )y x+1
Lo giai

a) Tap xac dinh: D=RR.
Tacé: y' =3x*—6x+3=3(x-1)°y =0=x=1
Lip bang bién thién cia ham so:

X —0 1 +0

y

y />+oo

Ham s y = x> —3x® +3x—1 dong bién trén khodng (—;1) va (1 +e).
Ham s6 y = x* —3x® +3x -1 khong c6 cuec tri.

b) Tap xac dinh chiahams61a D=R.

X =
Ta c6: y’:4x3—4x,y'=0<:>4x3—4x=0<:>[

X=+1
Bang bién thién:
X | —= -1 0 1 +0
y' — 0 + 0 — 0 +
y +5

RN

Tl bang bién thién ta cé:
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Ham s§ y = x* —2x* —1 dong bién trén khoang (—1,0) va (1 +).
Ham s§ y = x* —2x* —1 nghich bién trén khodng (—o0;-1) va (0;1).
Ham s6 y =x* —2x* —1 dat cwc dai tai x=0 va.

Ham s6 y = x* —2x* -1 dat cuc tiéu tai X=+1 va y., =-2.

c) Tap xac dinh: D =R\ {—%}

Tacé: y' = 2(3x+1)-3(2x-1) __° > OVx;t_—l
' (3x+1)? (3x+1)? 3

Lap bang bién thién ctia ham so:

-1
X —o0 — +eo
3
y' + +
y _ 2
—+77 —
2
— —oo
3

Ttr bang bién thién ta co:

Hamsd y = 2x-1 déng bién trén —oo;_—1 va _—1;+oo .
3x+1 3

Ham s6 khong c6 cuc trii.

d) Tap x4c dinh: D =R\ {-1}.

(2x+2)(x+1)—(x2 +2x+2) X4 2X
(x+1)* T (x+1)?

Taco: y' =

_ (théa man)

y’=0<:{

Lap bang bién thién cia ham so:
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T bang bién thién ta co:

2
Hamso y = L)TZ dong bién trén khoang (—o0;-2) va (0;+e).
X+
2
Hamso6 y= LX;Z nghich bién trén khoang (-2;-1) va (-1,0).
X+
2
Hamsd y = X +2x+2 dat cwc dai tai x=-2 va.
X+1
2
Ham s6 yzixl-k2 dat cuc tiu tai x=0 va y,; =2.
X+

Bai 11: Tim gid tri 1&n nhit va gia tri nhé nhit (néu cé) cta cac ham sé sau:

a) y= §X+; trén nira khodng [2;+); b) y=+2-x*;
X_
Loi giai
o —/
a) Taco: y' = ———— <0Vxe[2;+x)
(3x-2)
. 2241 5 e e A, 2 o

Nén maXp,.,..,y = y(2) = 322 = 2 ham s6 khdng c6 gia tri nhd nhat trén nira khoang [2,+00) .

b) Tap xac dinh: [—\/E; \/EJ

,_ —2X _ X
2J2-x2  2-x

y ,Y'=0< x=0 (thdéa min)

y(—v2)=y(v2)=0,y(0)=+2

Do do, min,_, 7y = y(—\/f): y(\/i)zo; max_; ;Y = y(0)=+2

Bai 12: Tim cac tiém cin ctia mdi d6 thi ham sé sau:

3x—2 x?+2x-1

a) y= ; b)) y=——-.
)y X+1 )y 2x-1
Loi giai
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a)Tacé: lim  _y=Ilim X=2_ _ lim y=lim X2
' x—>-1" X+1 ! x—-1" x—>-1" X+1

= +0o0
x—>—1" +

Viy tiém cdn dirng cua d6 thi ham s6 y = X 1a duwong thang x=-1

x+1
Tacé: lim__y=lim "2 _3lim__y=lim_ X2 _3 nén tiém can ngang ciia dd thi ham
Xx+1 x+1
s y=3x_2 duong thing y=3.
X+1
2 _ 2 —
b) Taco: lim . y=lim 1+X;—2X11:+oo;|im L y=lim 1X2+—2X11:—
(3] 7 2x- (3] {7 2x-
2 —
Viy tiém cdn dirng ctia d6 thi ham so y=X2+—2X1 1a duong thing x ==
) xX*+2x-1 x 5 1
Tacd: y=— ——-="4"4
2x-1 2 4 4(2x-1)

Do dé, lim,___ y—(§+§j _lim__— 1 —0lim___ y—(ﬁﬁj lim__ L g
2 "% a(2x-1) 2 "% a(2x-1)

2 —
Viy tiém cén xién clia d6 thi ham s6 y = X2+—2X11 1a duong thang y = §+%

2 _ 2 _
Tacé: lim , y= Iimx_)_wx+—2X1 =—oo;lim, . y= Iimx_)+w)(+—2x:L =-+co nén do thi ham sé
2x-1 2x-1
XP+2x-1 .,
=———— khong c6 tiém can ngang.
2x-1
Bai 13: Khdo sat sw bién thién va vé do thi ciia cdc ham sd sau:
2x—-1 X2 — 2X
a) y=—X"+6x*—9x+12; b) y= ; c)y= .
X+1 x-1
Loi giai

a) Tap xac dinh: D=R
Sw bién thién:

x=1
Tacé: Yy =-3x*+12x—-9,y' =0 & -3x° +12x—9:0<:>L(_3

Trén khoang (1;3), y’ >0 nén ham s§ ddng bién. Trén khodng (—;1) va (3;+),y’ <0 nén ham s§

nghich bién trén méi khoang dé.

Ham s6 dat cuc dai tai x =3, gid tri cwc dai. Ham s6 dat cuc tiéu tai x =1, gia tri cyc tiéu y.; =8
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Gidi han tai vo cuc: lim, |y = Iim)H_m(—X3 +6x% —9x +12) = IimH_o{X3 (—1+§—%+%ﬂ = +o0
x X X
lim, .y =lim, . (~X +6x* ~9x+12) - |imw{x3 (—1+§—%+%ﬂ I
x X X
Bang bién thién:
X | —= 1 3 +0
y' - 0 + 0 -

Do thi:

|
|
11 1 i
|
|
| |
[ I l
9 I I
I 1
I 1
Ch It N
I I |
| | 1 |
77 I I | |
| | | |
| l ! i
6 I ! : I
\ 1 1 |
! I | 1
S I | | I
I 1 1 I
] I l l |
4 I | | |
| l 1 |
] 1 1 l |
3 1 | | |
! l | |
- | l 1 L
“ | I : [
| | 1 |
| | 1 |
! ! ! l —
-1 0 1 2 3 4 5 6
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Giao diém ctia d0 thi ham s6 y = —x* +6x* —9x+12 voi truc tung 1a (0;12).
Do thi ham s6 y=—x* +6x° —9x+12 di qua cac diém (1;8); (3;12); (4;8).
Do thi ham s8 c6 tAm d6i xtimg 1a diém (2;10).
b) 1. Tap xdc dinh cta ham s&: R\ {-1}
Sw bién thién:

3

"= — > 0VXx#-1
Y = 11y

Ham s& dong bién trén khoang (—o0;-1) va (-1 +e).

Ham s6 khong c6 cuec tri.

Gidihan: lim___y=lim__ 2" _o4im _y—tim_ 2*1_ 5
X+1 X+1
. . 2x-1 . . 2x-1
limy= lim =+o0; limy= lim =—00
x—>-1 x—>-1 X+1 x—>-1" x->-1" X+1

Do d6, d6 thi ham s6 nhan dwong thing x=—1 lam tiém cin ding va dudng thang y =2 lam tiém cn
ngang.

Bang bién thién:

X+1
. - A7 2 A . \ ~ ) \ N - A 1
Giao diém ctia d6 thi ham s6 v&i truc hoanh la diém 2 ;0.

D6 thi ham s6 nhén giao diém I(-1;2) cda hai dwong tiém cdn lam tAm doi xirng va nhin hai dwong
phén gidc ctia goc tao béi hai dwong tiém cin nay 1am cac truc déi xirng.
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[ y=2

[y 4]

5 4 -3 -2 N

X=-1
c) 1. Tap xac dinh ctia ham s&: R\ {1}

Sw bién thién:

2_
Ta c6: y=XX iX=X—1—ﬁ
2x-2)(x-1)-(x*-2x) x2_ -1’
SR 2) fpin ey
(x-1) (x=1) (x-1)

Do d6, ham s& dong bién trong khodng (—o0;1) va (L+w).

Ham s6 khong c6 cuec tri.

. . X =2x . _ XP=2x
Gioi han: limy = lim =+o0; limy= lim =—
X—>+00 X+ ¥ — X—>—00 x—>-0 X —1
. . X*=2x . _XP=2x
limy=Ilim =+oo; limy = lim =—00
x—1 -1 X— x—1" -1 X=1

infy-o-8]- e )

Do d6, d6 thi ham s nhan dwong thiang x=1 1am tiém cin dirng va dwong thing y = x—1 1am tiém can xién.

Bang bién thién:
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X — 1 +0
y' + +
¥ 40 40
oo —oo

Do thi:

Giao diém ctia dd thi ham s voi truc tung 12 (0;0).

2_
X 2X=O<:>x=0 hoac x=2

y=0<

D06 thi ham s6 giao véi truc hoanh tai cac diém (O; 0) va (2;0)

D6 thi ham s6 nhén giao diém I(1;0) cta hai dwong tiém cin lam tdm déi xrng va nhin hai dwong
phén gidc ctia goc tao bai hai dwong tiém cin nay lam cac truc déi xirng.

Bai 14: Xét mot thiu kinh hdi tu c6 tiéu cw f(H.1.39). Khodng cach p tir vit dén thiu kinh lién hé
v&i khodng cach q tir &nh dén thiu kinh b&i hé thic: 1 + 1 % :
P q
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M

a) Viét cong thirc tinh q =g (p) nhu mot ham s§ ca bién pe( f;+o).
b) Tinh cac gi¢ihan lim . g(p),lim 9 (p) va giai thich y nghia cac két qua nay.

Lap bang bién thién ctia ham s§ q=g(p) trén khodng ( f;+w).

Loi giai
a) Ta co: £+1=£=>q=p—f-D0dé, a=9(p)= P w6 pe(f;+o).
pq f p—f -
. . pf . f . . pf
b) Ilmp%wg(p):Ilmp%wmﬂlmp%wl—f: f,|lmp_)f+g(p)=|lmp_)f+F=+oo
P

Y nghia cia lim . g(p)= f : Khodng cach tir vat d&n th&u kinh tién ra vo ciing thi khoang cach tir
anh dén thiu kinh x4p xi tiéu cuw.
Y nghia ctia lim o9 (p) =+o0: Khodng cach tir vit dén thau kinh tién gan vé tiéu cy f thi khodng
cach tir anh dén thau kinh la cang 16n.

_f2
c)Tacé: q'=g'(p)= =1y <0Vp e( f;+0) nén ham s nghich bién trén ( f;+).
p —

Bang bién thién:

p |t o

g’ (p) —

R
\ f

Bai 15: Dan s8 ctia mt qudc gia sau t(nam) ké tir nim 2023 duoc woc tinh boi cong thirc:
N (t) =100e”**( N(t) dwoc tinh bing tridu ngudi, 0<t <50 ).

a) Uéc tinh dan s6 cia qudc gia ndy vao cac nam 2030 va 2035 (két qua tinh bang triéu ngudi, lam
tron két qua dén chir s6 thip phin thir ba).
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b) Xem N(t) 12 ham s§ ctia bién s§ t xdc dinh trén doan [0;50]. Xét chiéu bién thién ctia ham s& N (t)
trén doan [0; 50].

c) Dao ham ctia ham s6 N(t) biéu thi tdc d ting dan s& ca qudc gia d6 (tinh bang triéu ngudi/

nam). Vao ndm nao toc do ting dan sé ctia quéc gia dé 1a 1,6 triéu ngudi/ nam?
Loi giai
a) Dan s ctia qudc gia vao ndm 2030 1a: N (7)=100e"***" =100e*** =108, 763 (triéu ngudi)
Dan s ctia qudc gia vao ndm 2035 1a: N (12) =100e***** =100e™* =115,488 (triéu ngudi)
b) Trén doan [0; 50] ta c6: N'(t)=0,012.100e*** =1,2e"** > 0Vt €[0;50]
Do d6, ham s8 N(t) dong bién trén doan [0; 50].
c) Tac6: N'(t)=1,2e>*
Véi toc d6 tang dan so ciia quéc gia do6 1a 1,6 triéu ngudi/ nam ta co:

250Ini

16=1 26002 g0t _ 4 3 ~ 23,07

3

Vay vao nam 2046 thi téc do ting dan sé cua quoc gia dé 1a 1,6 triéu ngwdi/ nam.

Bai 16: Mot duwong day dién dwoc ndi tir mot nha may dién & A dén mét hon ddo & C nhw Hinh 1.40.
Khodang c4ch tlr C dén B 1a 4km. B& bién chay thang tir A dén B v&i khodng cach 1a 10km. Téng chi phi
lap ddt cho 1km day dién trén bién 1a 50 triéu dong, con trén dat lién 1a 30 triéu dong. Xac dinh vi tri
diém M trén doan AB (diém ndi day tir dit lién ra ddo) dé tdng chi phi 13p dit 1a nho nhit.

4 km

gl \..w A

Hinh 1.40

Loi giai

Pt MB = x(km,0 < x<10), khi d6, AM =10—x( km) vd MC =+/MB? +CB? =+/x* +16 ( km) Khi d6,
chi phi néi dién tir A dén Cla: f (x)=30(10—x)+50vx*+16 (triéu dong)

50x

X
- (e —— =
VX2 +16 VX2 +16

Ta c6: f(0)=500; f (3)=460, f (10)=100v29 nén chi phi nhé nhat 1a 460 triéu dong khi x =3

Taco: '(x)=-30+ §@ 25x% = 9x? +144 < x =3 (do 0<x<10 )

Vay M cidch B mot khodng 3 km trén doan AB (diém ndi day tir d4t lién ra ddo) thi tdng chi phi 13p
dadt1a nho nhat.
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» CHU'ONG II. VECTO VA HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

Bai 1 - VECTO VA CAC PHEP TOAN TRONG KHONG GIAN
. VECTO TRONG KHONG GIAN

Vecto trong khong gian 1a mot doan thang c6 huéng.

Do dai cta vecto trong khong gian 1a khoang cach gitra diém dau va diém cuoi cia vecto dé.

Chi y: Twong tw nhu vecto trong mit phang, ddi véi vecto trong khong gian ta cling c6 cac ki hiéu
va khai niém sau:

Vecto c6 diém dau 1a A va diém cudila B dwocki hiéula AB.

Khi khong cén chi ré diém diu va diém cudi cia vecto thi vecto con dwoc ki hiéu la a,b, X, y,...

D6 dai ctia vector AB dwoc ki hiéu 1a ‘ﬁ , d0 dai ctia vecto a dwoc ki hiéu 1a |4].

Puong thing di qua diém dau va diém cudi ciia mot vecto dwoc goi 1a gia clia vecto dé
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d

Hinh 2.4. Buong thdng d

| gia Clla vecto a.

Hai vecto duwoc goi la cing phwong néu chiing c6 gid song song hodc trung nhau.
Néu hai vecto cing phwong thi ching cing huwéng hodc ngwoc hwdng.
Hai vecto & va b dwoc goi 12 bing nhau, ki hiéu & =b, néu chiing c6 ciing d6 dai va ciing hwéng.

Chi y: Twong tw nhw vecto trong mit phang, ta c6 tinh chit va cac quy wéc sau déi voi vecto trong
khong gian:

Trong khong gian, véi moi di€m O va vecto 4 cho trudérc, c6 duy nhit diém M sao cho
OM =a.
Cac vecto c6 diém diu va di€ém cudi trung nhau, vi du nhw AA, BB,... goi la cac vecto -khong.

Ta quy wéc vecto-khdng c6 do dai la 0 ,cung hwéng (va vi vay cung phwong) véi moi vecto. Do do,
céc vecto-khong déu bang nhau va dwoc ki hiéu chung 12 0.

GIAI HOAT PONG SGK

Mé dau trang 45 Toan 12 Tap 1: O 1op 10, ta da biét vé vecto trong mit phing va biét st dung
vecto dé biéu thi cac dai lwong c6 hwéng va do 16m trong mat phang, vi du nhw van tdc hay lwc. D8i
vGi cac dai lwong c6 hwdng trong khong gian, ta c6 thé st dung vecto d€ biéu dién ching hay
khong? Cac phép toan vecto trong trueong hop nay giong va khac nhw thé nao véi cac phép toan
vecto trong mat phang?

Loi giai
Sau khi hoc xong bai nay, ta thiy rang:
Trong khong gian, vecto van 1a cdng cu dé biéu dién cac dai lwong c6 hwéng nhw van tdc, luc hay
cac dai lwong khac. Cac phép toan trong khong gian twong tw nhw trong mdt phing nhung c6 mot
s0 khac biét nhu:
Biéu dién vecto: Trong khéng gian mdi vecto dwoc bidu dién béi mot cdp ba gia tri (x; y; z).
Cac phép toan vecto: co ban van gidng trong mit phing.
Tra lori cau héi Hoat dong 1 trang 46 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc

Trong Hinh 2.2, lwc cang diy (dworc tao ra bdi sirc ndng cua kién hang) dwoc thé hién béi cac doan
thang c6 mii tén mau do.
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Hinh 2.2

a) Cac doan thang nay cho biét gi vé huéng va do 16 clia cac cac luc cing day?
b) Cac doan thang nay cé ciing nam trong moét mit phang khong?
Loi giai

a) C4c doan thang nay c6 hwdng 1én trén (vé phia méc cin ciu) va do dai clia cac doan thang thé
hién cho d6 16n cua cac lwc cang diy va dworc 1y ti 1é véi d6 1on caa cac lue cang déy.

b) Cac doan thing nay khéng cling ndm trén mot mit phang.

Vi du 1: Cho tir dién ABCD c6 dd dai mdi canh bang 1 (H.2.5).

C
Hinh 2.5

a) C6 bao nhiéu vecto c¢6 diém daula A va diém cudi la mot trong cac dinh con lai caa ti dién?
b) Trong cac vecto tim dwoc & cu a, nhitng vecto nao c6 gia nam trong mat phang (ABC) ?

c¢) Tinh d6 dai cta cac vecto tim dwoc ¢ cau a.

Lo giai

a) Cé bavectola AB,AC va AD.

b) Trong ba vecto AB, AC va AD chi c6 hai vecto AB va AC c6 gid ndm trong mat phing
(ABC).
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) Vi tir dién ABCD c6 d6 dai mdi canh béng 1 nén |AB|<| AC|<| AD|=1.

Tra l&i cau héi Luyén tap trang 47 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc

Cho hinh lap phwong ABCD - A'B'C'D’(H.2.6). Trong cac vecto AC, AD, AD' :
a) Hai vecto no c6 gid ciing ndm trong méat phang (ABCD) ?

b) Hai vecto nao c6 cung do dai?

" '
Ammma P T

A' D'
Hinh 2.6

Loi giai
a) Trong cac vecto E, ﬁ, AD’ , hai vecto E, AD c6 gid nam trong mat phing (ABCD)
b) Vi ABCD-A'B'C'D’ 1a hinh lap phwong nén AD = DC = DD’
Tam gidc ADD' vudng tai D nén theo dinh ly Pythagore ta c6:
AD’'=+/AD? + DD? = ADV2

Tam gidc ADC vuong tai D nén theo dinh ly Pythagore ta c6:

AC =+/AD? + DC? = AD/2

Do d6, AD' = AC hay ‘E‘ = \ﬁ . Vay hai vecto AC,AD’ ¢6 cung doé dai.

Tra lori cau héi Hoat dong 2 trang 47 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Cho hinh hop ABCD-AB'C'D’ (H.2.7)

A D

Hinh 2.7
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a) So sanh d6 dai hai vecto AB va D'C’.
b) Nhén xét vé gia ctia hai vecto AB va D'C’.
¢) Hai vecto AB va D'C’ c6 ciing phwong khéng? C6 cling huéng khong?

Loi giai
a) Vi ABCD-A'B'C'D’ 1a hinh hop nén ABCD va DCC'D’ la cac hinh binh hanh. Suy ra,
AB=CD=D'C'. Do dé, |AB| =|[D'C’
b) Vi ABCD va DCC'D’ la cac hinh binh hanh nén AB//CD,CD//C'D'. Do dé, AB//C'D’. Vay

gia cua hai vecto AB va D'C’ song song v&i nhau.

c) Hai vecto AB va D'C’ cung phwong va cung huéng.

Vi du 2: Cho hinh ldng tru ABC.A'B'C'(H.2.8).

a) Trong ba vecto ﬁ, CC' va BB , vecto ndo bang vecto AA’ ? Giai thich vi sao.

b) Goi M 1a trung diém ctia canh BC. X4c dinh diém M’ sao cho MM’ = AA'.
Loi giai

a) Hai duwong thing AA’ va BC chéo nhau nén hai vecto AA’ va BC khong cung phwong. Do dé,
hai vecto AA” va BC khéng bing nhau.

T gidc ACC'A’ 1 hinh binh hanh nén AA'//CC’ va AA' =CC’. Hai vecto AA" v3 CC' ¢6 cung do
dai va ciing huéng nén hai vecto d6 bang nhau.

Twong tu, hai vecto AA’ va B'B ¢6 cling d6 dai va ngwoc hwdng nén hai vecto AA’ va BB khong bang
nhau.

b) Goi M’ 1a trung diém cda canh B'C’. Vi ti&r giac BCC'B’ 1a hinh binh hanh nén MM'//BB’ va
MM’ =BB'. Hinh lang tru ABC-A'B'C' c6 AA'//BB’ va AA'=BB’,suyra MM'//AA" va

MM’ = AA'. Hai vecto MM’ va AA’ c6 ciing d6 dai va cling hwéng nén MM’ = AA'. Vay trung
diém cda canh B'C’ la diém M’ can tim.

Tra lori ciu héi Luyén tip 2 trang 48 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh.
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a) Trong ba vecto SC,AD va DC, vecto nao bing vecto AB.
b) Goi M 1a mot diém thudc canh AD. Xac dinh diém N sao cho MN = AB.

Loi giai

a) Vi ABCD la hinh binh hanh nén AB//CD va AB=CD. Do dé, hai vecto AB va DC ¢6 cung
do dai va ciing huéng nén hai vecto d6 bang nhau.

Vi AB va SC chéo nhau nén hai vecto AB va SC khéng ciing phwong. Do d6, hai vecto AB va
SC khéng bing nhau.

Vi hai vecto AB va AD khéng cling phirong nén hai vecto AB va AD khéng bing nhau.

b) Qua M vé& dwong thang song song véi AB cat BC tai N.

T& gidc ABNM c6: AB//MN,AM//BN nén tir gidc ABNM la hinh binh hanh. Do d6, AB=MN,
lai c6: AB//MN nén hai vecto MN, AB cung do6 dai va cung hwéng. Suy ra, MN = AB. Viy diém
N can tim 12 giao diém ctia dwong thang qua M song song véi AB va canh BC.

Tra l¢oi cau héi Van dung 1 trang 48 SGK Toan 12 Két noi tri thirc

Mot toa nha c6 chiéu cao cua cic ting 1a nhw nhau. Mot chiéc thang may di chuyén tir ting 15 1én

tang 22 cta toa nha, sau dé di chuyén tir tAng 22 1én ting 29. Cac vecto biéu dién do dich chuyén
clia thang mdy trong hai lIan di chuyén d6 c6 bang nhau khéng? Giai thich vi sao.

Hinh 2.9

Loi giai
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Goi vecto biéu dién do dich chuyén cia thang mdy tir tAng 15 1én tAng 22 cla tda nha 1a §. Goi vecto biéu
dién d¢ dich chuyén ctia thang mdy tir ting 22 1én ting 29 cia tdanhala b .

Vi hai vecto & va b d8u dich chuyén tir ting thip 1én ting cao nén hai vecto d va b c6 ciing hwéng (1).
Do dai vecto & la: |a|=7, d6 dai vecto b la: |b|=7 nén [a[b|=7 (2)

Tl (1) va (2) ta cé: d=b. Viy cac vecto biéu dién d6 dich chuyén ctia thang may trong hai Ian di chuyén
d6 c6 bang nhau.

1. TONG VA HIEU CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN

a) Tong cua hai vecto’ trong khong gian

Trong khéng gian, cho hai vecto & va b . Ldy mét diém A bat ki va cac diém B,C sao cho

AB =4d,BC =b . Khi d6, vecto AC duoc goi 12 téng ctia hai vecto & va b, ki hiéula a+b.

Trong khong gian, phép 1ay tong ctia hai vecto dwgc goi la phép cong vecto.
Bon diém A, B, A',B’ dong phang va tir gidc ABB'A’ 1a hinh binh hanh.

Chi y: Twong tw nhuw phép cdng vecto trong mit phing, phép cdng vecto trong khdng gian c6 cac
tinh chat sau:

Tinh cht giao hoan: N&u & va b 13 hai vecto batkithi &+b=b+4.

Tinh chit cong véi vecto 0 : Néu & 13 mét vecto batkithi a+0=0+a=a.
Tir tinh chét két hop ctia phép cong vecto trong khong gian, ta c6 thé viét téng ctia ba vecto a,b

va € 12 d+b+¢ makhéng cin st dung cac ddu ngoic. Twong tw ddi voi téng clia nhidu vecto
trong khong gian.

Cho hinh h@p ABCD- A'B'C'D'. Khi do, ta c6 AB + AD + AA’ = AC'.
b) Hiéu cua hai vecto trong khong gian

Trong khéng gian, vecto cé cung d6 dai va nguoc hwdng véi vecto & dwoc goi la vecto doi cta
vecto d, ki hiéula —a.

Chuy:
Hai vecto 12 d6i nhau néu va chi néu téng ctia ching bing 0.
Vecto BA 1a mot vecto doi cia vecto AB.

Vecto 0 duoc coi 1a vecto d6i ciia chinh né.

a
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Twong tw nhu hiéu cda hai vecto trong mat phang,

ta cé dinh nghia vé hiéu cua hai vecto trong khong gian:
Vecto a +<—5) dworc goi la hiéu caa hai vecto a va b vakihiéula a—b.
Trong khong gian, phép 1ay hiéu cda hai vecto dwoc goi la phép trir vecto.

GIAI HOAT PONG SGK

Tra l&i cau héi Hoat dong 3 trang 49 SGK Toan 12 Két nai tri thirc
Trong khong gian, cho hai vecto d va b khéng ciing phwong. Liy diém A va vé cac vecto
AB=8,BC =b . Liy diém A va vé cic vecto A'B'=4,B'C’ =b(H.2.10).

B C . -
B .
/ 'J}Ei ______ ’
a 2 -
Hinh 2,10

a) Giai thich vi sao AN =BB’ va BB'=CC'.
b) Giai thich vi sao AA'C’C la hinh binh hanh, tir d6 suy ra AC=AC.

Loi giai

a) vi AB =4 nén hai vecto & va AB cung hudng va cung do dai.

vi AB’ =4 nén hai vecto & va A'B’ cung hudng va cung do dai.

Do d6, hai vecte A'B’ va AB cung hwéng va ciing do dai. Suy ra, AB//AB’ va AB=A'B'. Do d6,
tir giac ABB A’ 1a hinh binh hanh. Suy ra, AA'//BB’ va AA' = BB’ = hai vecto AA' BB’ ¢ cung
hu’ong va cling d6 dai. Suy ra, AA'=BB'.

vi BC =b nén hai vecto b va BC cung huwéng va cung doé dai.

vi B'C’ =b nén hai vecto b va B'C’ cung huwéng va cung doé dai.

Do d6, hai vecto BC va B'C’ ciing hwéng va cing dd dai. Suy ra, BC//B'C’ va BC =B'C'. Do d6,
t&r gidc CBB'C’ 1a hinh binh hanh. Suy ra, CC' //BB’ va CC' = BB’ = hai vecto BB’,CC’ ¢6 ciing
hwéng va cung do dai. Suy ra, BB =CC'.

b) Vi hai vecto AA', BB’ ¢6 ciing hwéng va ciing dd dai; hai vecto BB’,CC’ ¢6 cling hwéng va cling
do6 dai nén hai vecto AA’ va CC’ c6 ciing hwéng va ciing do dai. Do d6, AA'//CC’ va AA' =CC’
nén ti gidc AAC'C 1a hinh binh hanh. Suy ra, AC = A'C’' va AC//A'C’. Do d¢, hai vecto
AC,A'C’ c6 ciing hwéng va cliing dd dai. Suy ra, AC = A'C'.

Vi du 3: Cho hinh 14p phwong ABCD- AB'C'D’ c6 d6 dai méi canh bang 1(H.2.12). Tinh do dai
ctia vecto BC + DD’ .
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Hink 2.12
Loi giai

T gidc ABCD 14 hinh vudéng nén BC = AD.

Do dé BC+DD'=AD+DD'=AD'.

_5.

Tir gidc ADD'A’ 1a hinh vudng nén AD' =+/AD? +DD? =+/2, suy ra \E + DD’

Tra 1&i cau héi Luyén tip 3 trang 50 SGK Toan 12 K&t ndi tri thirc
Trong vi du 3, hay tinh d6 dai cta vecto AC+CD'.
Loi giai
Vi ABCD- A'B'C'D’ 1a hinh lap Elwong nén DCC'D’ 1a hinh vudng. Do do, C'D'=CD.

Tac6: AC+C'D'=AC+CD=AD
Vi d6 dai moi canh hinh 1ap phwong ABCD- A'B'C'D’ bang 1 nén \ﬁ\ =1.

Vay ‘A—C+C’—D’ =1

Vi du 4: Cho tt dién ABCD (H.2.13). Chitng minh ring AC + BD = AD+BC.

E
Hinh 2.13

Loi giai
Theo quy tic ba diém trong khong gian, ta c6 AC=AD+DC.
Tt d6 1an lwot 4p dung tinh chit cia phép cong vecto trong khong gian, ta dwoec:

AC +BD —(AD+ DC)+ BD - AD + (DC + BD)
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= D+(@+ﬁ)=ﬁ+@

Tra l&i cau héi Luyén tip 4 trang 50 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Cho tt dién ABCD (H.2.13). Chitng minh ring AB+CD = AD +CB.

A

Hinh 2.13
Loi giai
Ta co: E+E=E+ﬁ+€3’+ﬁ)’=(ﬁ+ﬁi)+(ﬁ+ﬁ)

= AD +CB + DD = AD +CB (dpcm)

Tra l&’i cau héi Hoat dong 4 trang 50 SGK Toan 12 Két nai tri thirc

Cho hinh hop ABCD.AB’C’'D’ (H.2.14).

C

Hinh 2.14

a) Hai vecto AB+ AD va AC c6 bing nhau hay khong?
b) Hai vecto AB+ AD+ AA’ v AC’ c6 bing nhau hay khéng?

Phuong phap giai:
St dung quy tic hinh binh hanh dé€ chirtng minh: Néu ABCD 13 hinh binh hanh thi AB+AD = AC

Loi giai
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a) Vi ABCD 12 hinh binh hanh nén AB+ AD = AC

Vi ABCD. AB'C'D’ 1a hinh hép nén AA'D'D va D'C'C 1a hinh binh hanh. Do d6,

A'//DD’, AA' =DD’ va DD'=CC’,DD //CC'.Suyra, A'//CC’ va AA'=CC’. Suy ra, tir giac
AA'C'C 12 hinh binh hanh. Suy ra: AC + AA’= AC'(2)

Tir (1) va (2) ta c6: AB+AD+ AA = AC’

Vi du 5: Cho hinh hop ABCD- A'B'C'D’(H.2.14). Chtrng minh ring BC + DC + AA' = AC'.

Loi giai
Vi ttr gidc ABCD la hinh binh hanh nén BC = AD va DC = AB. Ap dung quy tic hinh hop suy ra

_ — —  —  ——

Tra 1&i cau héi Luyén tip 5 trang 50 SGK Toan 12 K&t ndi tri thirc

Cho hinh hép hinh chit nhat ABCD- A'B'C'D’. Chtrng minh ring BB’ +CD + AD = BD’
Phwong phap giai:

St dung kién thirc vé quy tac hinh hop dé gidi: Cho hinh hop ABCD- A'B'C'D’. Khi d4, ta co:
AB+AD+ AA = AC’

Loi giai

Tra lori ciu héi Hoat dong 5 trang 51 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc

Hinh 2.15 m6 td moét lo hoa dwgc dat trén ban, trong lwong cia lo hoa tao nén mét lyc tac dung
1én mat ban va mét phan lwc tir mat ban 1én lo hoa. C6 nhin xét vé dé dai va huwdng cta cac vecto
biéu dién hai luc do.
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=1
Hinh 2.15
Lovi giai
Cac vecto biéu dién hai lwc d6 c6 do dai bang nhau va hwéng cta chiing 1a ngwoc nhau.
Vi du 6: Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N l4n lwot 1a trung

diém ctia AB,CD(H.2.16). Chirng minh rang:

a) AM va CN 1a hai vecto d6i nhau; b) SC—AM — AN = SA.

Hinh 2.16

Loi giai
a) Ttr giac ABCD la hinh binh hanh nén AB=CD va AB//CD,suyra AM =CN va AM //CN.
Hai vecto AM va CN c¢6 cung d6 dai va ngwoc hwdéng nén ching la hai vecto d6i nhau.

b) Tir cAu a, tacé CN =—AM .

Suyra SC—AM — AN =SC +CN — AN = SN — AN = SN + NA = SA.

Tra loi cau héi Luyén tap 6 trang 52 SGK Toan 12 Két noi tri thirc

Trong Vi du 6, chirng minh rang:

a) BN va DM 14 hai vecto d6i nhau; b) SD—BN—-CM =SC

Lo giai
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a) T gidc ABCD Ia hinh binh hanh nén AB =CD,AB//CD.Suyra BM =DN (vi M, N lan lwot
la trung diém ctia AB va CD ) va BM //DN . Do d6, tir gidc DMBN 1la hinh binh hanh, do d6,
BN =DM va

b) BN//DM . Haivecto BN va DM c6 cing d6 dai va ngwoc hwéng nén BN va DM 1 hai
vecto doi nhau.
b) Theo a ta cé: BN =-DM

_  — — — —s s —— ——  —

Do d6, SD—BN—-CM =SD+ DM +MC =SM + MC =SC
Tra lori ciu héi Van dung 2 trang 52 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc

Thang cudn tai cic trung tAm thwong mai, siéu thi hay nha ga, sdn bay thwong c6 hai lan, trong d6
mot 1an 1én va mot 1an xudng. Khi thang cuén chuyén dong, vecto biéu dién van tdc cia moi lan c6
1a hai vecto d6i nhau khéng? Gidi thich vi sao.

Lovi gii

Vecto biéu dién van téc ciia méi lan c6 cing dd 1én va hwdng ngwoc nhau nén chiing 1a hai vecto
doéi nhau.

I11. TICH CUA MOT SO VOT MOT VECTO TRONG KHONG GIAN

Trong khong gian, tich cia mét s6 thwe k =0 véi mot vecto a # 0 1a mot vecto, ki hiéu 1a ka,
dwoc xac dinh nhw sau:
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Cung hwéng véi vecto a néu k > 0; nguwoc hwong véi vecto a néu k <0;

C6 d6 dai bang |k|-|a].

Trong khong gian, phép 14y tich ctia mét s6 véi mot vecto dwoc goi la phép nhan mét s6 véi mot vecto.
Chuy:

Quy wéc ka =0 néu k =0 hoidc a=0.

Néu kd =0 thi k=0 hodc a=0.

Trong khong gian, diéu kién cin va da dé hai vecto d va 5(5 # 6) cung phwong la c6 mot so thuc

k saocho da=kb.

Cht y: Twong tw nhw phép nhan mot s6 véi mot vecto trong mat phing, phép nhan mot s véi mot
vecto trong khong gian c6 cac tinh chat sau:

Tinh chét két hop: Néu h,k la hai s6 thuc va & 1a mot vecto bat ki thi h(ka) = (hk)a.

Tinh chit phan phdi: Néu h,k 13 hai s8 thwc va d,b 1a hai vecto bat ki thi (h+k)a=ha+ka va
k(a+b)=ka+kb.

Tinh chdt nhan véi 1 va -1: Néu d 1a mot vecto batkithi ld=a va (-1)a=-a.

Chu y: Twong tw nhw trong mat phang, néu G 1a trong tAm cda tam gidc ABC thi v&i diém O tuy
y, ta co OA+OB+0C =30G

GIAI HOAT PONG SGK

Tra loi cau héi Hoat dong 6 trang 52 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc

Cho hinh lang tru tam giac ABC.AB’C. Goi M, N lan lwot 1a trung diém cua AB, AC (H.2.17)

Hinh 2.77

a) Hai vecto MN va B'C’ ¢6 cung phwong khong? C6 cung hwdng khong?

b) Giai thich vi sao \W\ Lo

2
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Loi giai
a) Vi MN la dwong trung binh cia tam gidc ABC nén MN //BC.

Vi BCC'B' 1a hinh binh hanh nén BC//B'C’. Suy ra: MN //B'C’.
Do d6 hai vecto MN va B'C’ ¢6 cung phwong va cung huéng.

b) Vi BCC'B’ 1a hinh binh hanh nén BC =B'C’

Vi MN la duwong trung binh ctia tam gidc ABC nén MN = % BC

B'C/.

— 1

Suy ra: [MN|=—
y ra: [WN| =
Vi du 7: Trong HP6, goi O la giao diém cua AB' va A'B (H.2.18).

Chtrng minh ring CC’ =(~2)OM .

Hinfr 2.18

Lovi giai
Vi O la trung diém cia AB’ nén OM la dwong trung binh ctia tam giac AB'B. Suy ra B'B//OM
va B'B=20M . T gidc BCC'B’ 1a hinh binh hanh nén B'B//C'C va BB=C'C.Do d6 C'C//OM
va C'C =20M . Vi hai vecto CC’ vd OM nguwoc hwéng nén CC’ = (—Z)W.

Tra loi cau héi Luyén tap 7 trang 53 SGK Toan 12 Két noi tri thirc
Cho hinh chép S. ABCD c6 ddy ABCD la hinh binh hanh. Goi E, F lan lwot la cac diém thudc

cac canh SA, SB sao cho SE = % SA,SF = %SB . Chirng minh ring EF = %FC .

Lovi gii
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vi SE—ESA SF—ESB SE_SF 1
3 3 SA sBl 3
Tam gidc SAB cé: SE = SF nén FE//ABva EF = 1 AB.
SA SB 3

Vi hai vecto EF va AB cling hwéng nén EF =%ﬁ (D
Vi ABCD 13 hinh binh hanh nén AB=CD va AB//CD. Do d6, AB=DC (2)
Tl (1) va (2) ta cé: EF = %ﬁ
Vi du 8: Cho tir dién ABCD. Goi G 1a trong tAm cta tam gidc BCD (H.2.19). Chirng minh rang
AB+ AC +AD =3AG.
Loi giai
Vi G 1a trong tAm cta tam gidc BCD nén GB+GC +GD =0.

—_— — — —  — ——

Do d6 ta c6: AB+AC +AD = AG+GB+AG+GC + AG+GD
=3m+(@+@+®)=3m+6=3ﬁ

Tra l&’i cau héi Luyén tip 8 trang 54 SGK Toan 12 K&t ndi tri thirc
Trong Vidu 8, g01 [1a diém thudc doan thang AG sao cho Al =3IG (H.2.19). Chrng minh rang
IA+IB+IC+ID=0

Loi giai
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Theo vi du 8 ta c6: AB+ AC + AD =3AG = Al + IB+ Al +IC + Al + ID =3AG

:E+E+E=3ﬁ—3ﬁ=3(A—G+ﬁ)=3ﬁ=ﬁz>ﬁ+| +IC+ID=0

Tra 1&i cau héi Van dung 3 trang 54 SGK Toan 12 K&t ndi tri thirc

Khi chuyén dong trong khdng gian, may bay ludn chiu tac dong ctia bon lwc chinh: lwc day cta
dong co, luc can cwa khong khi, trong lwc va lwe nang khi dong hoc (H.2.20). Lwc can cia khong
khi ngwoc huwdéng véi lue ddy ciia ddng co va c6 do 16on ti 1€ thudn véi binh phwong vain téc may
bay. Mot chiéc miy bay tang van toc tir 900 km/h 1én 920 km/h, trong qué trinh ting toc may
bay gitr nguyén hwéng bay. Lwc can cia khéng khi khi may bay dat van toc 900 km/h va

920 km/ h Ian lwot dwoc biéu dién béi hai vecto F, va F, . Hay giai thich visao F, =kF, véi k 1a
mot s6 thwe dwong nao d6. Tinh gid tri cia k (1am tron két qua dén chir s6 thip phin thi hai).

Luccan _,, -:i-'~
%’ua‘khong'kh

Hinh 2.20
Loi giai
Vi trong qua trinh may bay tang van téc ttr 900 km/h 1én 920 km/h may bay gitt nguyén hwéng
bay nén vecto F va F2 c6 cung hudng. Do do, F =k F voi k 1a mot s6 thue dwong nao do (1).
Goi v;,V, lan lwot la van tdc cta cda chiéc may bay khi dat 900 km/h va 920 km/h.
Suy ra v, =900( km/h),v, =920( km/h)

vi lwc cdn cia khong khi ngwoc hwdng véi luc ddy ciia dong co va ¢6 do 1on ti 1é thudn véi binh
phwong vén tdc mdy bay nén

F| vz 900° 2025 | 2025‘3‘

== 0002 2116 1T o118
F| v 920° 2116 2116
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2025E2 — K 2025 ~0,96
2116

Tir (1) va (2) ta cé: F, = =116

IV. TiICH VO HUO'NG CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN

a) GOoc gitra hai vecto trong khéng gian

Trong khéng gian, cho hai vecto &,b khac 0. Liy mét diém O batkiva goi A B 13 hai diém sao
cho OA=4,0B =b . Khi d6, goc AOB(O° < AOB< 180") dwoc goi 1a gbc gitra hai vecto & va b , ki
hiéu la (5,5).

a
Néu géc gitka hai vecto' & va
b 14 90° thi ta néi hai vecto
a va b vubng goc véi nhau
va ki hiéulaa L b.
A
D*
r""‘ - B
w
Hinh 2 22

Chuy:

P& xic dinh goc giira hai vecto AB va CD trong khéng gian ta c6 thé& 1dy diém E sao cho
AE =CD, khi d6 (AB,CD )= BAE(H.2.23).

Quy wérc goc gitra mot vecto bat ki va 0 cé thé nhan mot gia tri tuy y tir 0° dén 180°.

=
A "
E
I:: \
D
Hinh 2,23

b) Tich vé6 hwéng caa hai vecto trong khong gian

Trong khong gian, cho hai vecto 3, b déukhac 0. Tich vo hwéng ctia hai vecto & va b 1a mét s6,

ki hiéu 1a &-b, dwoc xac dinh boi cong thirc:
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é-5=‘é|-|5‘-cos(é,5).

Chuy:
Quy wécnéu =0 hodic b =0 thi d-b =0.
Cho hai vecto d,b déukhac 0.Khidé: 4 1b<&-b=0.

V&i moi vecto &, tacé &> 5 al.

Q|
(o]

Né&u d,b 13 hai vecto khac 0 thi cos(é,t’i):

D,
o

GIAI HOAT PONG SGK
Tra 1oi cau héi Hoat dong 7 trang 54 SGK Toan 12 Két nai tri thikc

Trong khong gian, cho hai vecto d va b khéc 0. Liy diém O va vé cac vecto OA=a,0B=bh.

diém O' khac O va vé cic vecto O'A'=4,0'B'=b (H.2.21).

A
P
O
_; \ 8
b A
Hx*-u..
O.’
A 5

Hinfy 2.27

a) Hay giai thich vi sao AB=AB'.
b) Ap dung dinh li c6sin cho hai tam giac OAB va O'A’'B’ dé giai thich vi sao AOB= A'O'B’

Loi giai

a) Ta c6: AB=AO+0OB;AB' = A0’ +0'B’

Ma OA=3,0B=h,0A'=5,0B =b = AO=A0;0B=0B’

Do dé, AB=AB’

OA’ + OB? — AB?
2.0A-OB

b) Ap dung dinh i csin vao tam gidc AOB ta c6: cosAOB =

O'A? + O'B? — A'B?
20'A-OB’
vi AB=AB = AB=AB,AO=A0"=0A=0A:0B=0B = 0B =0B'

Ap dung dinh Ii césin vao tam giac A' A'B’ ta c6: cosAO'B' =

. O Lién hé tai liéu word todn SDT (zalo): 039.373.2038 107


https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1

Website: tailieumontoan.com

Do d6, cosAOB =cosA'O'B'= AOB = A'O'B’
Vi du 9: Cho hinh lap phwong ABCD-A'B'C'D’ (H.2.24).

B C
A :
]
;
]
qu________ Ca
A D"
Hinh 2.24
Tinh goc gitra cac cap vecto sau:
a) AD va B'C’; b) AC va AD’
Loi giai

a) Hai vecto AD va B'C’ ciing hwéng nén ( D, B'C') =0.
b) Vi tir gidc ADD’A’ 13 hinh binh hanh nén AD = A'D’. Do d6 (E, A'D') = (E,ﬁ) =CAD. Tam
gidc ADC vudng can tai D nén CAD =45, vi vay (A—C, AD')=45",

Tra 1&i cau héi Luyén tip 9 trang 56 SGK Toan 12 K&t ndi tri thirc
Cho hinh ldng tru tam gidc déu ABC- A'B'C’(H.2.25). Tinh cic géc (M’, E) va (_B’, A’C').

Hinh 2.25
Lovi giai
Vi ABC-A'B'C' 13 ling tru tam giac déu nén AA'B'B 13 hinh chit nhit. Suy ra, AA’ =BB’. Do d¢:
(m,ﬁ) = (B—B',%) —B'BC =90° (do BBC'C 12 hinh chit nhat)

Vi AA'B'B 14 hinh chi¥ nhitnén AB=AB'.
Do d6, (ﬁ, A'C') =(A’B', A'C') ~C'AB'.

Vi tam gidc A'B'C’ 1a tam gidc déu nén C'A'B'=60". Do do, (ﬁ?;, A'C') =60".
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Tra lori cau héi Hoat dong 8 trang 56 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Hay nhic lai cong thirc xac dinh tich v hwéng cta hai vecto trong mat phang.

Loi giai
Cong thirc xac dinh tich vo hwéng cta hai vecto trong mat phang: Tich vd huwéng cua hai vecto G
va vV la mot so, ki hiéu la G-V, dwoc xac dinh béi cong thirc sau:

G-V = [a]{V]-cos(a,V).

Vi du 10: Cho hinh chép ti gidc déu S.ABCD c6 dd dai tat cd cdc canh bing a (H.2.26). Tinh cac
tich vd hudng sau:
a) AS-BC; b) AS-AC.

Hinh 2.26

Lovi gii

a) Tam gidc SAD c6 ba canh bang nhau nén 1a tam giac déu, suy ra SAD =60". T(x gidc ABCD la
hinh vuéng nén AD = ﬁ, suy ra (A—S ﬁ) = (A—S ﬁ) =SAD =60". Do dé

— == = e X 1 a°

AS -BC = |AS|{BC|-cos60 —aa ="

b) Tir gidc ABCD la hinh vudng cé d6 dai mdi canh 1 a nén d6 dai dwong chéo AC la ﬁa. Tam
gidc SAC c6 SA=SC=ava AC= \/Ea nén tam gidc SAC vuodng cantai S, suy ra SAC =45". Do

V2

do E-E=‘E|~|E‘~COSSAC —a-2a- ;

=a’.

Tra l¢oi cau héi Luyén tap 10 trang 57 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Trong Vi du 10, hdy tinh cac tich vé hwéng AS -BD va AS-CD

Loi giai
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Goi O la giao diém ctia hai duwong chéo AC va BD trong hinh vuéng ABCD. Do d6, O la trung
diém cda BD, O la trung diém ctia AC.
a2

T gidc ABCD la hinh vudng canh a nén d¢ dai duwong chéo BD la ay/2 = OB = —
Goi E la trung diém ctia SC. Ma O la trung diém ctia AC nén OE la duong trung binh ctia tam

gidc SAC, do d6, OE / /SA, OE = %SAz g Suy ra: AS = 20E

Vi O 13 trung diém ctia BD nén BD =20B
Vi tam gidc SBC c6 ba canh bang nhau nén tam gidc SBC 1a tam giac déu. Do d6, BE 1a dwong
trung tuyén déng thoi la dwong cao cta tam gidc SBC. Do d6, EB = % .

a® a® 3a’ P —
Ta c6: OE? +OB? =Tt EB’ nén a EOB vudng tai 0. Do d6, OE L OB
Ta co: AS -BD = 20E -(~208) = —40E - OB =0

T gidc ABCD la hinh vuéng nén CD=BA
Tacé: AS-CD=AS-BA=—-AS-AB :—‘A—SHE‘COS(A—S,E)=—‘A—S|-|E‘COSSAB

Vi tam gi4c SAB c6 ba canh bang nhau nén tam giac SAB déu, suy ra SAB =60’
2

Suy ra: AS-CD = —‘TSH ﬁ‘ CosSAB =-a-a-c0s60° = %

Vi du 11: Cho tir dién ABCD c6 AC va BD cung vuong géc véi AB. Goi M, N lan lwot 1a trung
diém ctia hai canh AB,CD (H.2.27). Chirng minh rang:

a) W:%(E+ﬁ) b) MN-AB=0.
Lovi gidi
a) Ta c6: MN =MA+ AC+CN va MN =MB+BD+DN.

Do dé 2W=(W+W)+(E+@)+(m+m).
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Hinh 2.27
Vi M, N lan lwot la trung diém cua AB,CD nén MA+MB =CN +DN =0.

Suy ra 2MN = AC + BD, hay Wz%(ATZ#ﬁ).

b) Tir gia thiét, ta c6 AC-AB=BD-AB=0.
e N S e, [ —
Vi vay, MN-AB=§(AC+BD)-AB=§AC-AB+EBD.AB=0.

Tra 1&i cau héi Luyén tip 11 trang 57 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Cho hinh 14p phwong ABCD-A'B'C’'D’. Chirng minh rang AC-B'D =0.

Lovi gii

& - C

Gia s canh ctia hinh 1ap phwong ABCD.A'B'C'D’ bing 1. Khi d6, AC' =B'D' =+/2

Goi E' 1a giao diém cua hai dudorng chéo A'C’ va B'D’ cua hinh vuéng A'B'C'D’. Khi d6, E' 1a
trung diém ctia A'C’ va B'D’.Suyra B'D'=2E'D’' va ED'= g
Goi E 1a trung diém ctia CC. Ma E’ 1a trung diém cia A’C’' nén EE la duwdng trung binh ctia tam
gidc A'C'C.Do d6, AC =2EE va EE = % A'C

Ap dung dinh li Pythagore vao AA'C'C vudngtai C' c6: AC =yAC?+C'C* =+2+1= J3
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B3

= E,E :7
Ap dung dinh li Pythagore vao AD'C'E vudng tai C' c6:
ED?=C'D?+CE? :1+1 _2
4 4
2 =2 1 3 5 2 A ™/ A s o e =l =l n
Vi ED°+EE :§+Z=Z:ED nén AE'D’ E vudng tai E'. Do d6, E'E L E'D

Tacé: AC-BD =2-EE-2-ED' =0 (dpcm)

Tra l&i cau héi Van dung 4 trang 57 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc

Nhu d4 biét, néu c6 métlwc F tac dong vao mot vat tai diém M va lam cho vat d6 di chuyén mot
quing dwong MN thi cong A sinh ra dwoc tinh theo cong thirc A= F ‘MN, trong dé luc F c6 do
16 tinh bang Newton, quiang dwong MN tinh bidng mét va cong A tinh bang Jun (H.2.28). Do do,
néu dung mét luc F cé d6 16n khong déi dé 1am mot vat di chuyén mét quang duong khong déi
thi cong sinh ra sé 1&6n nhit khi lwc tic ddnng cwng hwdng véi chuyén dong cia vat. Hay gidi thich
vi sao. K&t qua trén c6 thé duoc ap dung nhu thé ndo khi kéo (hodc diy) cac vit nang?

hll

e )
Wi A
Hinh 2.28

Lo giai
Tacé: A=F-MN :‘If|-|m‘-cos(lf,W)
viluc F c6 do 1én khong doi va vat di chuyén mét quang dwong khong déi nén A 1ém nhat khi
COS( IE,W) 16 nhit. Do do, COS( IE,W) =le (IE, W) =0°. Khi d6, luc tic dong cing hwéng

v&i chuyén dong cia vat. VAy cong sinh ra sé 1&n nhit khi lwc tic dong cing hwdng véi chuyén
dong cua vat.

Khi kéo (hodc ddy) cac vat ndng, ta nén kéo (hodc diy) cling cung huwéng véi chuyén dong ctia vat.

V. GIAI BAI TAP SGK
Bai 1: Trong khong gian, cho ba vecto a, b,c phan biét va déu khéac 0. Nhitng ménh d2 ndo sau
day la dung?

a) Néu d va b déu cing hwéng voi € thi & va b clng huéng.
b) Néu & va b dBu ngwoc hwéng véi € thi & va b ciing hwéng.
¢) Néu d va b déu cing hwéng véi € thi & va b ngwoc hwdng.

d) Néu a va b déu ngwoc hwdng véi ¢ thi & va b nguoc huéng.
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Loi giai
Cac cau dung la:
a)Néu a va b déu cing hwéng voi € thi & va b cling hwéng.
b) Néu & va b déu ngwoc huéng véi ¢ thi & va b cing huéng.

Bai 2: Cho hinh hop chir nhit ABCD-A'B'C'D’' c6 AB=2,AD =3 va AA' =4. Tinh d6 dai cua cac
vecto BB’,BD va BD'.

Lovi gii

4"

.:-Er

=4

Vi ttr giac ABCD la hinh chit nhat nén tam giac BAD vudng tai A.
Do d6, BD =+/AB? + AD? =+/2° +3” =13 (dinh li Pythagore), suy ra: [BD|=+13
Vi BB'D'D la hinh chi¥ nhat nén tam giac DD'B vudng tai D

Theo dinh Ii Pythagore ta c6: BD'=vBD?+ DD” =13+4° =+/29 = |BD'

Vi B'BAA' 13 hinh chit nhat nén BB'= AA'=DD'=4= ‘B—B’

_ /%

Bai 3: Mot chiéc ban can ddi hinh chir nhat dwgc dit trén mit sin ndm ngang, mit ban song song
v&i médt san va bén chin ban vuéng géc véi mat san nhw Hinh 2.29. Trong lwc tic dung 1én ban
(bié€u thi b&i vecto @ ) phin tan déu qua bén chin ban va gy nén cac phan lwc tir mdt san 1én cac
chan ban (biéu thi boi cac vecto b,C,d,€ ).

Hinh 2.29
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a) Hay chi ra méi quan hé vé phwong va huwéng ctia cac vecto d,b,¢,d va €.

b) Giai thich vi sao cac vecto 5, C, a, € do6i mot bang nhau.
Loi giai

a) Cac vecto 4, b,¢,d va & c6 cung phwong; cac vecto a, b,c,d cung hwéng voi nhau va nguoc
huwdng véivecto €.

b) Vi trong luc tac dung 1én ban phén tdn déu qua bén chan ban va giy nén cac phan lwc tir mat
san 1én cic chin ban nén cic vecto b,¢,d,& c6 dd 16n bing nhau. Ma cac vecto &,b,¢,d cing

hwéng voi nhau. Do do, cac vecto 5, C, d ,6 d6i mot bang nhau.

Bai 4: Cho hinh hop ABCD-A'B'C'D’. Chirng minh rang:
a) AB+DD'+C'D'=CC’ b) AB+CD’ —CC'=0 ¢) BC-CC'+DC=AC

Loi giai

B
C

a) Vi ABCD 14 hinh binh hanh nén AB=DC

Vi CDD'C' 1a hinh binh hanh nén C'D’ =CD, DD’ = CC’

b) Ta c6: AB+CD'—~CC’ = AB+C'D'=AB+CD =0

) Vi ABCD Ia hinh binh hanh nén CB+CD =CA

Vi AACC' 12 hinh binh hanh nén CA+CC' =CA’
ﬁ—@+ﬁc=—(@+Cﬁ)—@=—ﬁ—@:—(@+@)=—@=m

Bai 5: Cho hinh ling tru tam gidc ABC-A'B'C’ ¢c6 AA'=a,AB=b va AC =¢. Hay biéu dién cac

vecto sau qua cac vecto d,b,C :

a) AB’; b) B'C ) BC'.

Loi giai
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B

a) Vi AABB' 12 hinh binh hanh nén AB’' = AA' + AB=a+b
b) Vi AABB' 13 hinh binh hanh nén AA'=BB' =4

Ta cé: BC=BA+AC =-b+¢
vi C'CBB’ la hinh binh hanh nén

Cau 6: Cho hinh chép tir gidc S- ABCD . Chirng minh rang t& gidc ABCD 1a hinh binh hanh néu
va chi néu SA+SC =SB+ SD

Lovi gii

Chirng minh: N&u tir gidc ABCD 13 hinh binh hanh thi SA+SC =SB +SD Goi O 1a tdm hinh binh
hanh ABCD. Khi d6, O la trung diém ctia AC,BD.

Suy ra @z—ﬁ,(ﬁ:—@

Ta co: S—,A+§:§5+O—,A+%+§:2@+(@\—O—,A):2@
§+ﬁ:%+@+%+@=2%+(@—@):2%D0dé, SA+SC =SB+SD
Chiimg minh: Néu STA:%’ =§_’5 +E—p’ thi tir gidc ABCD 12 hinh binh hanh:

Ta c6: SA+SC =SB+SD < SA-SB=SD-SC < BA=CD

. O Lién hé tai liéu word todn SDT (zalo): 039.373.2038 115


https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1

Website: tailieumontoan.com

Suy ra, hai vecto BA va CD cung hwéng va c6 do 16n bang nhau.
Suy ra, AB=CD, AB//CD. Khi d¢, tir giac ABCD la hinh binh hanh.

VAy ti gidc ABCD 14 hinh binh hanh néu va chi néu SA+SC = SB+SD

Cau 5: Cho hinh chép SABC. Trén canh SA, 1dy diém M sao cho SM =2AM . Trén canh BC, liy
diém N sao cho CN =2BN . Chitng minh ring MN = %<§A+ E)+ AB.

Lo giai
.
Ta cé: MN = MA+ AC +CN =§SA+AB+BC+§CB
¢ N —
= =SA+ BC——BC+AB:—(SA+ Bc)+ AB (dpcm)
3 3 3
Ta c6: W:m+rc+m:%57\+ﬁ+ﬁ+§@

~ SA+BC - ZBC + AB — _(SA+BC) + AB (dpem)

Bai 2.8 trang 58 Todn 12 Tap 1: Trong Luyén tip 8, ta da biét trong tAm cua tir dién ABCD la mot
diém I théa man Al =3IG, & d6 G 1 trong tAm cta tam gidc BCD. Ap dung tinh chdt trén dé
tinh khodng cach tlr trong tim ctia mét khoi rubik (d6ng chit) hinh tr dién déu dén mot mat cua
no, biét rang chiéu cao cua khdi rubik 1a 8 cm (H.2.30).

Hinh 2.30

Lovi gii
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C

Gia st khéi rubik (d6ng chat) hinh t& dién déu dwoc mé phdng nhw hinh vé.
G la trong tam DBCD, I la trong tam cua tr dién

Vi ABCD l2 hinh ti dién déu nén AG L (BCD) va AG =8 cm.
vi Al =3IG nén 3 diém A, 1,G thing hang va IG =%AG.

Do d6 IG L (BCD).Khidé d(1,(BCD))= IG=%AG=Zcm.

Bai 2.9 trang 59 Todn 12 Tap 1: Ba s¢i diy khong gidn v&i khoi lwgng khong dang ké dwoc budc
chung mét diu va dworc kéo cang vé ba hwéng khac nhau (H.2.31). Néu cac lwc kéo lam cho ba soi
day & trang thai dirng yén thi khi d6 ba s¢i diy nam trén ciing mot mit phang. Hay gidi thich vi
sao.

Hinh 2.31

Lovi gii

B

Gia str luc kéo trén mdi soi ddy dwoc biéu didn bdi cic vecto OA,0B,OC véi 1a diu chung ctia ba
soi day. Khi ba soi day can bing thi O+OB+0C =0.

Vé hinh binh hanh OADB.

Theo quy tic hinh binh hanh thi OA+OB =0D.
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Do d6 OA+OB+0C =0 < 0D+0C =0« 0C =-0D.

Cau 3: Cho hinh ldng tru ti gidc déu ABCD-A'B'C'D’ ¢6 dd dai mdi canh ddy bang 1 va do dai
moi canh bén bang 2 . Hay tinh gdc gitra cac cip vecto sau day va tinh tich v6 hudng ciia mbi cap

vecto do:
a) AA va C'C b) AA" va BC ¢) AC va B'A .
Loi giai
D c
1
I
|
\
I
|
A
T B
]
|
"\
Dip oo -
!
!
/
/
I
r
A B’

a) Vi AA'//CC' nén haivecto AA’ va C'C nguoc hwéng nhau.
Suy ra, (M’, C%) =180".

Doaé,m.ﬁ:\x’\.ﬁ

-cos(m,ﬁ) —2.2.c0s180° = —4
b) Vi AADD' 1a hinh chi¥ nhat nén A'AD =90°

Vi ABCD la hinh vuéng nén BC = AD. Do d6, ( AA', BC | = AA', AD ) = A'AD =90

Taco: AA-BC = AA'- AD =|AA'|-|AD|-cos( AA', AD) = 21-c0s90" = 0

c) Vi AABB' 1a hinh chit nhat nén B'A'=BA.

vi ABCD 13 hinh vuéng nén CAB =45 va AC =+/2

Taco: AC-B'A'=—AC - AB =—|AC || AB|-cos( AC, AB) = —2-1-cos45" =1

Cau 2: Trong khong gian, cho hai vecto & va b c6 cling d6 dai bing 1. Biét ring géc giita hai
vecto do la 457, hay tinh:

a)ab b) (a+36)-(a—2b) ) (A+b)2.

Lovi gii
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a)d-b= ‘a||b‘ cos( 5) 1-1-cos45° =

7z 7z

b) (d+3b)-(a—2b)=a’+a-b—6b* =1+ = —6-1=-5+"~
2 2
(@+b)?=a?+2a-b+b?=1+2- %H 2+2

Cau 1: Cho tir dién ABCD. Chirng minh rang:
a) AB-CD=AC-CD+BC-DC; b) AB-CD+AC-DB+AD-BC =0.

Loi giai

A

C

N — R

a) Tac6:AC-CD+BC-DC = AC-CD-BC-CD = CD(AC CB)=CD- AB (dpem)

—AB-CD+AB-DB+BC-DB+AB-BC+BD-B

o\
f\

=H3'(@+DB+BC) ( D-B )= B-(@+ﬁ)+ﬁ(D_B'+ﬁ5)=o
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Bai 2 - HE TRUC TQOA PO TRONG KHONG GIAN

I. HE TRUC TOA PO TRONG KHONG GIAN

Trong khong gian, ba truc Ox,Oy,0z d6i mdt vudng géc véi nhau tai gdc O ctia mdi truc.

Goi 1, ],k Ian lwot 13 cac vecto don vi trén cac truc Ox, Oy, Oz .

Hé ba truc nhw vay dwoc goi la hé truc toa dd Descartes vudng géc Oxyz,

hay don gian la hé toa do Oxyz.

biém O dwoc goi la gbc toa do.

Cac mit phang (Oxy),(Oyz),(Ozx) d6i mét vudng géc véi nhau duwoc goi la cac mat phang toa do.

Khong gian v&i hé toa do Oxyz con dwoc goi la khong gian Oxyz.

GIAI HOAT PONG SGK

Tra lori ciu héi Hoat dong 1 trang 60 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Trong khong gian, xét ba truc Ox,Oy, 0z c6 chung goc O va d6i mot vuéng goc véi nhau. Goi

i T, K 1a cac vecto don vi trén cac truc do6 (H.2.35).

Z
kK o
O
.t'.." J F
A :
x/ :
Hinh 2.35

a) Goi tén cadc mat phing toa dd c6 trong Hinh 2.35.
b) Cac mat phang toa do trong Hinh 2.35 c6 d6i mot vudng gbc véi nhau khong?

Loi giai

a) Cac mit phang c6 trong hinh vé 1a: Mit phang (Oxy), (Oyz), (0zx).
b) vi Ox L Oy,Oy L Oz,0Ox va Oz citnhau tai O va ndm trong mat phang ( Oxz) nén Oy L (Oxz).

Ma Oy — (Oxy) = (Oxz) L (Oxy),0y = (Oyz) = (Oyz) L (Oxz)
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Chtrng minh twong tu ta cé: (Oyz) L (Oxy)

Vay ba mit phang (Oxy), (Oyz), (0zx) d6i mdt vudng goc véi nhau.

Vi du 1: Cho hinh 14p phwong ABCD- A'B'C'D’ c¢6 dd dai mbi canh bang 1 (H.2.36). C6 thé lap
mot hé toa do Oxyz c6 gbc O trung véi dinh B’ va cac vecto 1, j,k 1an lwot 13 cac vecto

B'A’, B'C’,B'B khong? Giai thich vi sao.

1 FOREEE e (o}
4"'" /

A o
Hink 2.36

Loi giai
Hinh 1ap phwong ABCD- A'B'C'D’ ¢6 cac canh B'A,B'C’' va B'B d6i mét vudng géc véi nhau.
Vi hinh 14p phwong c6 d6 dai mbi canh biing 1 nén cic vecto B'’A’,B'C’, B'B ciing c6 diém diu 13
B’ va déu c6 do dai bang 1.
Tlr cac diéu trén, suy ra c6 thé lap mot hé toa d6 Oxyz c6 goc O trung véi dinh B’ va cac vecto
i.], K 1an lwot 14 cac vecto B'A’,B'C’,B'B.

Tra loi cau héi Luyén tap 1 trang 61 SGK Toan 12 Két noi tri thirc
Cho hinh hop chir nhdt ABCD- A'B'C'D’. Cé thé 1ap mét hé toa dd Oxyz cé géc O trung véi dinh C va

cacvecto i, 17, K 1an lwot cung hwéng véi cac vecto @, C—D, cc’ khong? Vi sao?

Loi giai
Z
C' D’
1
B’ :
. | . iﬂ.l |
Il_ﬁ o
. :'-ll[:, g D
R il dlel e o
LT /
A

X

Vi ABCD. A'B'C'D’ 1a hinh hop chir nhat nén cac canh CC’,CB va CD do6i mot vudng goc voi
nhau.
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Cac vecto CB,CD,CC’ cing c6 diém diula C.

Do d6, suy ra c6 thé 1ap mot hé toa dé Oxyz c6 goc O trung véi dinh C va cacvecto i, j,k 1an

lwot cung hwéng véi cac vecto @, Cﬁ, cC'’.

I1. TOA PO CUA PIEM, TOA PO CUA VECTO TRONG KHONG GIAN
Trong khéng gian Oxyz, cho mét diém M tuy y. B6 ba s6 (x;y;z) duy nhdt sao cho
OM =xi +yj+zk dwoc goi 1a toa d6 chia diém M d8i véi hé toa dd Oxyz. Khi d6, ta viét
M =(x;y;z) hodc M(x;y;z), trong d6 x la hoanh d¢, y latung dd va z lacao dé ctia M.

Trong khong gian Oxyz, cho vecto & tuy y. B0 ba s (X; y; z) duy nhét sao cho &= xi +yj + K duoc

goi la toa do ctia vecto a ddi voi hé toa do Oxyz. Khi d6, ta viét d=(x;y;z) hodc a(x;y;z).
Trong khong gian Oxyz, cho hai di€ém M (X ;Yy:2Zy ) va N (Xy; YniZy)-

Khi d6: MN = (Xy =Xy Yn = Yu i Zn = Zuy )-

GIAI HOAT PONG SGK
Tra l&’i cau héi Hoat dong 2 trang 61 SGK Toan 12 Két nai tri thirc

Trong khong gian Oxyz, cho mdt diém M khéng thudc cdc mat phang toa do. Vé hinh hop chir nhat
OADB.CFME c6 ba dinh A, B, C Ian lwot thudc céc tia Ox, Oy, Oz (H.2.37).

12
C E
v v
koo
Di.’f: ..... -- B_...
A R J'I_- Y
D
X
Hinh 2.37

a) Hai vecto OM va OA+OB+0C c6 bing nhau hay khéng?
b) Giai thich vi sao c6 thé viét OM =Xi + yj + zK véix, y, z1a cac s6 thuc.
Loi giai
a) Vi OADB.CFME 14 hinh hép chir nhat nén theo quy tic hinh hdp ta c6: OM = OA+OB +0C
b) vi i 1a vecto don vi trén truc Ox nén OA=xi v6ixlasd thuec.
vi | 1avecto don vi trén truc Oy nén OB = y] véiylasé thuc.

vi k 13 vecto don vi trén truc Oz nén OC =zk véizlasé thuec.
Do d6, OM =OA+0OB+0C = Xi +yj + zZK v&ixy, z 1a cac s6 thuec.
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Vi du 2: Hinh 2.38 minh hoa mot hé toa do Oxyz trong khong gian cung v&i cac hinh vudéng c6
canh bang 1 don vi. Tim toa do cia diém M .

[ Bt

Hinh 2.38
Lovi giai
Trong Hinh 2.38, ABCM.FODE la hinh hop chit nhat.
Ap dung quy tic hinh hop suy ra
OM =OF +OD+0B =37 +4j +3k
Vi vay, toa d6 clia diém M 1a (3;4;3).

Tra loi cdu héi Luyén tap 2 trang 62 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Tim toa d6 ctia di€ém N trong Hinh 2.39.

Az

Hinh 2.39

Lovi giai
Ta c6: ON = 2i +5] +4K . Do d6, N(2;5;4).

Vi du 3: Trong khong gian Oxyz, cho hinh hdp chit nhat ABCD- A'B'C'D’ c¢6 dinh A’ 'trung véi
goc O va cac dinh D’,B’, A 1an lwot thudc cac tia Ox,Oy, Oz (H.2.40). Gid st dinh C c6 toa do la
(2;3;5) ddi véi hé toa do Oxyz, hdy tim toa d6 cta cac dinh D', B’, A d6i voi hé toa dd dé.
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Loi giai
Vi dinh D' thudc tia Ox nén hai vecto OD’ va i cung phuong, suy ra c6 s6 thuc m sao cho

OD’ =mi . Twong tu, c6 cac s8 thwe n, p sao cho OB’ =nj va OA = pk . Theo quy tic hinh hop, suy
ra OC =0D'+OB'+0A =mi +nj + pk vado dé diém C c6 toa dd 1a (m;n; p).

Mit khéc, dinh C c6 toa dd1a (2;3;5) nén m=2,n=3,p=5, tircla OD'=2i,0B’'=3] va OA=5kK .
Tlr ddy suy ra D'(2;0;0),B'(0;3;0) va A(0;0;5).

Tra loi cau héi Luyén tap 3 trang 62 SGK Toan 12 Két noi tri thirc
Trong Vi du 3, hdy x4c dinh toa d6 cta cac diém B, D va C".

Lovi giai
bz
A B
D/
kd
Pt I
r_'.'. - S [
A =0
DJI‘J
X
Hinh 2.40

TheoVidu3tacé: m=2,n=3,p=5.

Vi ABB'O 13 hinh binh hanh nén OB = OB’ +OA =nj + pk = 3] +5k . Do d6, B(0;3;5) Vi OB'C'D’ la
hinh binh hanh nén OC’=0D’ + OB’ = mi +nj = 2i +3] . Do d6, C'(2;3;0) Vi ADDA' 14 hinh binh
hanh nén OD = OA+0OD’ =mi + pk = 2i +5k . Do d6, D(2;0;5)

Van dung 1 trang 62 Toan 12 Tap 1: Trong tinh huéng m& diu, hdy chon mot hé toa dé phu hop

va xac dinh toa do cia chiéc bong dén doi véi hé toa do do.

Loi giai

N

X Hinh 2.34
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Hé toa do Oxyz co:

Mit phang (Oxy) 1a san nha, hai mit phang (Oyz), ( Oxz) 1a hai birc twong. Khi d6 ba mit phang
do6i mot vudng goc véi nhau.

GOc toa dé O trung véi mot goc phong la giao di€m cia 3 truc Ox, Oy, Oz .
biém N 12 vi tri ciia dén.

Khidé ON =xi +yj+zK =1 +1,5] + 2k .

Do d6 N(11,5;2).

Tra 1&i cau héi Hoat dong 3 trang 62 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Trong khong gian Oxyz, cho vecto & tuy y (H.2.41). Ly diém M sao cho OM =3 va giai thich vi
sao c6 bobasd ( X;y;z ) saocho a=xi +yj+2K .

47

Hinh 2.41
Lovi gii

Theo khéi niém toa do trong khong gian ta c6: OM = xi +yj + zk . Ma OM =& nén a=Xi +yj + zk
.Do d6, c6 bd ba s8 (x; y; z) sao cho a=Xi +Yj + K .

Vi du 4: Trong khong gian Oxyz, hiy tim toa d ctia cic vecto i, ] va k.
Lovi giai

Vii=17+0-7+0-k néni=(30;0).

Vi j=0-+1-J+0-k nén j=(0;10).

Vik=0-F+0-j+1-K nénk

(0;0;1).

Tra loi cau héi Luyén tap 4 trang 63 SGK Toan 12 Két noi tri thirc
Trong khong gian Oxyz, hdy xac dinh toa d6 ctia vecto i +2 + 5K .

Lovi gii

Toa dd ctia vector | +2] +5K 1a (L,2;5).
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Tra lori cau héi Hoat dong 4 trang 63 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém M (x;y;z) va N(x;y’;Z’).
a) Hay biéu dién hai vecto OM va ON qua cic vecto i, va k
b) Xac dinh toa do cua vecto MN .
Lovi giai

a)Taco: OM =x-T+y-j+z-K,ON=x"-T+y-j+2"-k
b) Ta c6: W=W—W:(x’-f+ y’-f+z’~l2)—(x-f+y-j7+z~l2)

=(x'=x)-T +(y'-y)- i +(z-2)-k
Do d6, MN = (x'—x;y' - y; 7'~ 2).

Vi du 5: Trong khdng gian Oxyz, cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C’ cé
A(30;2),B(3;2;5),C(7;-3;9) va A'(5,0;1).

a) Tim toa do clia AA'. b) Tim toa dé ctia cac diém B’,C’.
B(3; 2; 5)
A(1: 0: 2}/.:\0{?; -3; 9)
Bt
A'(5; 0; 1) ¢’
Hinh 2.42
Lovi giai

a) Ta co: m =(XA' “Xp Ya ~YarZa —ZA) =(4; 0; —1) .

b) Goi toa d6 ctia diém B’ 1a (x;y;z) thi BB = (x—3;y—2;2-5).Vi ABC-AB'C’ 1a hinh ldng tru
nén ABB'A’ 12 hinh binh hanh, suy ra AA'=BB’.

Xx—-3=4
Dod6 <y—-2=0 hay x=7,y=2va z=4.Vay B'(7;2;4).
z-5=-1

Lép luén twong tw suy ra C'(11,-3;8).

Tra lori ciu héi Luyén tip 5 trang 64 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Trong Vi du 5, xac dinh toa d6 ctia cac diém D va D' sao cho ABCD-A'B'C'D’ 1a hinh hop.

Loi giai
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Goi toa do ctia diém D 1a (x; y;z),toadd cia D' la (X;y";7'),

khi d6 AD(x-1y;z-2) va AD'(x-5;y;z-1).
bé ABCD- A'B'C'D’ 1a hinh hép thi ABCD 1la hinh binh hanh.
Xx—=1=4 X=5
Dods, AD=BC=1{y=-5 < 1y=-5 SuyraD(5-5;6)
1-2=4 2=6
Pé& ABCD. A'B'C'D’ 1a hinh hop thi A'B'C'D’ 1a hinh binh hanh.
X-5=4 X=9
Dod6, AD'=B'C'={y=-5 < 1y=-5.SuyraD’'(9;-5;5)
z2-1=4 z=5
Tra 1&i cau héi Van dung 2 trang 64 SGK Toan 12 K&t ndi tri thirc
Dé theo do6i hanh trinh cia mot chiéc may bay, ta cé thé 14p hé toa d6 Oxyz c6 goc O trung véi vi
tri cia trung tAm ki€ém soat khong lww, mat phang (Oxy) trung véi mit dat (dwoc coi la mat
phang) véi truc Ox hwéng vé phia ty, truc Oy huéng vé phia nam va truc Oz hwéng 1én trén
troi ( H.2.43 ). Sau khi cit cdnh va dat d6 cao nhit dinh, chiéc may bay duy tri hwéng bay vé phia
nam véi téc dé khong doila 890 km/h trong niva gio. Xac dinh toa dé ctia vecto biéu dién d6 dich
chuyén ctia chiéc mdy bay trong nira gi¢r d6 véi hé toa do da chon, biét ring dén vi do trong
khong gian Oxyz dwoc 14y theo kilomét.

Hinh 2.43

Lovi gii
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Quang dwong may bay bay dwoc véi van téc 890 km/h trong nira gio la: 890.% = 445( km) Vi may

bay duy tri hwéng bay vé phia nam nén toa dé cta vecto biéu dién dd dich chuyén ctia chiéc may
bay trong ntra gior d6 v&i hé toa do da chon la (0;445;0).

I1I. GIAI BAI TAP SGK
Bai 1:
Trong khong gian Oxyz, cho ba vecto a, b,¢ déukhac 0 vaco gia doi mét vuong goc.

Nhirng ménh dé nao sau day 1a ding?
a) C6 thé 1ap dwoc mot hé toa do Oxyz co cac truc toa d6 1an lwot song song véi gia cla cac vecto 4, b,¢c.
b) C6 thé 1ap dwoc mét hé toa dd Oxyz co cac truc toa dd lan lwot trung véi gia cla cac vecto 4, b,c.
c) C6 thé 1ap duoc mot hé toa dd Oxyz cé cac vecto 1, j, k lan lwot bang cac vecto &, b,c.

v 1

d) C6 thé 14p dwoc mot hé toa dd Oxyz co cac vecto k 1an lwot cung phwong cac vecto &, b,c.
Loi giai

C4 4 Ciu déu dung.

Bai 2: Hiy mo ta hé toa d6 Oxyz trong cin phong & Hinh 2.44 sao cho goc O trung véi goc trén

clia cin phong, khung tranh nam trong mit phang (Oxy) va mit trin nha trung v&i mit phang
(Oxz).

Hinh 2.44
Loi giai

Hinh vé phu hop v&i mo ta:
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Bai 3:

Trong khong gian Oxyz, xac dinh toa d6 ctia vecto AB trong mdi truong hop sau:

a) A(0;0;0) va B(4;2;-5); b) A(L-37) va B(L,-3,7); c) A(54;9) va B(-5,7;2).
Lovi gii

a) AB :(XB ~Xa Y = Yarls — ZA) :(4;2;_5)

b) AB =(Xg —Xa; Y5 — Yai Zs — 25 ) = (0;0;0)

C) AB =(Xg —Xai Vg — YaiZg — 25 ) =(-10;3,-7)

Bai 4:

Trong khong gian Oxyz, xac dinh toa do clia diém A trong mdi trwdng hop sau:
a) A trung véi goc toa do;

b) A ndm trén tia Ox va OA=2;

c) A ndm trén tia d6i ciia tia Oy va OA=3.

Lovi gii

a) A trung véi goc toa dé nén A(0; 0;0).
b) Vi A ndm trén tia Ox vd OA=2 nén OA=2i . Do d6, A(2;0;0).
c) vi A ndm trén ta d6i cta tia Oy vA OA=3 nén OA=-3].Do d6, A(0;-3;0).

Bai 5:
Trong khong gian Oxyz, cho hinh hdp chir nhat ABCD.A'B’C’'D’ c6 dinh A trung véi gbe O va cac

dinh D, B, A’ c6 toa d6 lan lwot1a (2; 0; 0), (0; 4; 0), (0; 0; 3) (H.2.45). Xac dinh toa dd ctia cac dinh
con lai cda hinh hép chir nhat.

I
—
[
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Hinh 2.45
Loi giai
Vi A tring g6c O nén A(0;0;0).

Vi D thudc tia Ox nén hai vecto OD va i ciing hwéng. Do d6, ton tai s§ thuc m sao cho
OD=mi . Ma D(2;0; 0) nén m=2.

Vi B thudc tia Oy nén hai vecto OB va | cling hwéng. Do d6, ton tai s6 thue n sao cho
OB =nj.MaB(0;4;0) nén n=4
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Vi A’ thudc tia Oz nén hai vecto OA” va k cliing huéng. Do d6, ton tai s6 thwe p sao cho

OA' = pk.Ma A'(0; 0;3) nén p=3.

Vi ODCB 13 hinh binh hianh nén OC =0D + OB =mi +nj = 2i +4]. Do d6, C(2;4;0).

Vi OA’'B'B 12 hinh binh hanh nén OB’ = OA'+ OB = pk +nj = 3K +4] . Do d6, B'(0; 4; 3).

Vi OA'D'D 14 hinh binh hanh nén OD’ = OA’+0D = mi + pk = 2i +3K . Do d6, D'(2; 0; 3).

Vi ABCD. A'B'C'D’ 1a hinh hop chit nhat nén theo quy tac hinh hép ta co:
OC’=0D +O0B +OA = mi +nj + pk = 2i +4] +3k. Do do, C'(2;4;3).

Bai 6: Trong khong gian Oxyz, cho hinh hop OABC. 0" A'B'C’ ¢6 A(L1;,-1),B(0;3;0),C'(2;-3;6).
a) Xac dinh toa d6 cta diém C.
b) Xac dinh cac toa d6 dinh con lai cua hinh hop.

Lovi gii

—_— e e e e — —

a) Ta c6: 0(0;0;0)
vi OABC-O’A'B'C’ 1a hinh hdp nén AOBC la hinh binh hanh. Do dé:

Xp = Xg — Xc Xe =X, —Xg =1
OA=CB=1Yy=Ys—Yc=>1Yc=Ya— Ve :_230(1;_2;_1)
1, =231 Zo=2,—-2,=-1

b) Vi OABC.0'A'B'C' 1a hinh hop nén

- Xor = Xor =% =1
00’ =CC'=1Yy =Yo — Yo =—1=0'(1,-17)
I =20 —2c=1

X =Xy =X =% =1 Xy =2
AN =CC' = Ya=Ya=Yo—Ye=-1= YA':O:A'(2;0;6)
Zy—2,=2c—2.=T7 Zy =6
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- Xg —Xg = (%o =% ) =1 Xy =1
BB'=CC'=1 V5 —¥5 = (Yo~ Yo )=—1={ Vg =2
Zg =25 =(2c—2.) =7 2y =T

Bai 7: Trong Van dung 2, hay giai thich vi sao tai mdi thoi diém chiéc may bay di chuyén trén dwong
bang thi toa d6 ctia n6 ludén cé dang (x; y; 0) v&i x, y 1a hai s6 thuc nao do.

Loi giai
Khi mdy bay di chuyén trén dwong bang tirc 1a may bay di chuyén & trén mat dat,tic 1a thudc mit

phang (Oxy). Do d6 mdy bay khi di chuyén trén dwong bang thi toa dd cia né ludn cé dang (x; y;
0) véi x, y 1a hai s6 thwc nao do.

Bai 3 - BIEU THU*C TOA PO CUA CAC PHEP TOAN VECTO'

I. BIEU THOC TOA BO CUA PHEP CONG HAI VECTO, PHEP TRU HAI VECTO, PHEP NHAN MOT SO
vO1MOT VECTO

Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto a=(x;y;z) va b= (x;y;2'). Ta co:

é+5=(x+x';y+y’;z+z’);
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§—5=(x—x’;y—y’;z—z');
ka = (kx;ky;kz) voi k 1a mot s6 thue.

Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém khong thang hang A(X,;Ya;z),B(Xs; Ys;Zs) va
C(Xc;Ye:2c ). Khi do:

Toa d6 trung di€ém cua doan thang AB 1a [XA ; Xe : Ya ; Ye : Za Z Zs j;

Toa dd trong tAm ctia tam giadc ABC la (XA+);B+XC ;yA+);B+yC ;ZA+Z§+ZCJ.

GIAI HOAT PONG SGK

Tra lo’i cau héi Hoat dong 1 trang 67 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc

Trong khong gian Oxyz, cho hai vecto & =(10;5) va b =(13;9).
a) Biéu dién hai vecto & va b qua cac vecto don vi i k
i,

i
b) Biéu dién hai vecto a+b va 2a qua cic vecto donvi i, ],k , tir d6 x4c dinh toa db cta hai

vecto do.
Lovi gidi
a) Tacé: a=(L0;5)=1 +5k;b =(L3;9)=1 +3] +9K .
b) Tacé: d+b =1 +5K +7 +3] +9k = 2i +3] +14k . Do d6, &+b =(2;3;14)

2d =2(V +5k ) = 27 +10k. Do d6,2d = (2;0;10)

Vi du 1: Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto @ =(2;1;5) va b = (2;2;1). Tim toa d6 ctia moi
vecto sau:
a)a-b; b) 3a+2b.

Loi giai
a) Vi d=(215)vab=(221) nén da-b=(2-21-2,5-1)=(0;-14).
b) Ta c6 38 =(3-2;3-1,3-5)=(6;3;15) va 25=(2-2;2-2;2-1)=(4;4;2).
Do d6 3d+2b =(6+4;3+4;15+2)=(10;7;17).

Tra l¢i Luyén tap 1 trang 68 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Trong khong gian Oxyz, cho ba vecto U =(1,8;6),V =(-1,3;-2) va w=(0;5;4). Tim toa do clia
vecto U—2V+W

Lo giai
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<l

—2V+W=(18;6)—2(-13,-2)+(0;54)=(1+2;8—-6+5;6 +4+4)=(3;7;14)

Tra loi Hoat dong 2 trang 68 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc

Trong khéng gian Oxyz, cho tam gidc ABC c6 A(X,;YaiZa).B(Xg:VaiZs) va C(Xe:VeiZe)-

a) Goi M 1a trung diém cta doan thang AB. Tim toa d ctia M theo toa dd cia A va B.

b) Goi G la trong tam cta tam giac ABC. Tim toa do cia G theotoadd cia A va B va C.
Loi giai

Ta c6: OA=(Xu;Va;Z4),0B = (Xg; V5; 25 ), OC = (X¢; Yei Zc )

_ XatXg
M 2
7 S | —
a) Vi M 1a trung diém ciia AB nén OM =E(OA+OB):> Y., =%.
Z,+12
7 —“AT’B
M 2

Do d6 M(XA+XB.yA+yB.ZA+ZBj_
’ 2 ' 2 T2

b) Vi G 13 trong tim ctia tam gidc ABC nén OG = %(@&043 +@)

X, + Xg + Xg
Xg ==
Sy = yA+yB+yClDodé,G(xA+x§+xC;yA+);f+yC;zA+z3B+zc)‘
Zp+2g+ 2,
=7 3

Vi du 2: Trong khong gian Oxyz, cho ba diém A(1;2;3),B(3;2;1) va C(2;-15). Tim toa d6 trung
diém M ctia doan thang AB va toa do trong tAm G cuda tam gidc ABC.

Lo giai

Vi M 1a trung diém cta doan thiang AB nén toa d ctia diém M la (1+3' 2+2, 3+1J ,

2 2 2

suyra M(2;2;2).

2+2+(-1
Vi G 1atrong tim clia tam gidc ABC nén toa do ciia diém G 1a (“‘?2; 3( )_3+;+5j’

suyra G(2;1,3).

Tra l¢i Luyén tap 2 trang 69 SGK Toan 12 Két noi tri thirc
Trong khong gian Oxyz, cho ba diém A(2;9;-1),B(9;4;5) va G(3;0;4). Tim toa d6 diém C sao
cho tam giac ABC nhan G la trong tam.
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Lo giai

DE G 1a trong tAm ctia tam gidc ABC thi

XG:XA+XB+XC

3 Xo =3%g — X, — Xy =3.3-2-9 =2
yG:L;ﬂ’c: Ye =3Ys —Yn—Ys =3.0-9-4=-13
ZG=ZA+Z§+ZC 2. =325-12,-2;,=3.4+1-5=8

Vay C(-2;-13;8)

1. BIEU TH(*C TOA PO CUA TICH VO HZONG

Trong khéng gian Oxyz, tich v6 huéng clia hai vecto a =(x;y;z) va b =(x;y’;z') duwoc xac dinh
b&i cong thirc:

a-b=xx"+yy'+zz'

Chui y: N&u A(X,;YaiZa) va B(Xg:Ys:Zgs)

thi AB =‘ﬁ‘=\/(x3 %)+ (Vs = Va) +(25 - 2,) -

Dic biét, khi B trang O ta nhan duoc cong thirc OA= /X5 + Ya +Z% .

GIAI HOAT PONG SGK

HD3 trang 69 Toan 12 Tap 1: Trong khong gian Oxyz,
cho hai vecto a=(x;y;z) va b = (x5y,2")

— —

a) Gidithichvisao i -i =1vai-j=i-k=0.
b) Str dung bifu dién &= xi + yj +zk dé tinh cac tich vé hwong a-i,a-j va a-k.
¢) St dung biéu dién b = xT +y] +z’k dé& tinh tich v6 hwong a-b .
Lo giai
a) Cobii = Fit ?=1.

b) C6 é:(XT+y]+zR)T:xx2+y]+zET:x.
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é.f=(xf+ yi+zl2) j=xi.j+y2+zk-j=y.

éIZ:(xT+ yj + 2k )k = xik + yjk + zk? = z.
) 5.B=(XT+ y]+zE)-(x'T+ y']+z'E)
=X-XT2 Y-y [Pz 2K+ (XY +yx)i - T+ (x- 2+ 2X )ik +(yz' +2-y')- K
=X-X'+y-y +2zz".
Vi du 3: Trong khong gian Oxyz, cho hai vecto a =(1;4;2) va b= (-4;,3,0).
a) Tinh a-b va cho biét hai vecto & va b ¢6 vudng géc véi nhau hay khong.
b) Tinh d6 dai cta vecto a.
Lovi giai
a) Tacé: @-b=1-(-4)+4-1+2-0=0. Do d6, hai vecto d va b vudng géc véi nhau.
b) Do dai clia vecto 4 1a [a] = V1* +47 + 22 =/21.
Luyén tip 3 trang 69 Toan 12 Tap 1: Trong Vi du 3, tinh (4+b)?.
Lovi gii
Tacé (A+b)2=a%+2-a-b+h?
Theo vidu 3, c6 é-5=0;|3|:\/ﬂ.

Ta co ‘5‘ :\/16+1:\/1_7.

Dod6 (A+b)?=a%+2-d-b+b2=21+2.0+17=38.

Vi du 4: Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh chir nhat va SA vudng géc véi mit phang
(ABCD). Gia sir SA=2,AB =3, AD =4.Xét hé toa dd Oxyz v6i O trung A va cac tia Ox,Oy, Oz

lan lwot triing véi cac tia AB, AD, AS (H.2.48).

a) X4c dinh toa d6 cta cac diém S, A, B,C,D. b) Tinh BD va SC.c) Tinh (@,%).
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(¥

Hinh 2.48
Loi giai

a) Vi A trung géc toa dd nén A(0;0;0). Vi B thudc tia Ox va AB=3 nén B(3;0;0).Vi D thudc
tia Oy va AD=4 nén D(0;4;0).Vi S thudctia Oz va AS =2 nén S(0;0;2). Vi hinh chiéu ctia
C lén cac truc Ox,Oy,Oz lanluwotla B,D, A nén C(3;4;0).

b) Tac6 BD =(0-3;4-0,0-0)=(-3,4,0), suy ra BD =|BD| = /(-3)° +4° +0” =5.

Tac6 SC=(3-0;4-0,0-2) =(3;4;-2), suy ra SC =[SC| = /3" +47 + (-2)* =+/29.

. —— -\ BD-SC (-3):3+4-4+0:(-2) 7 — .
T cos({BD,SC |=———= = , BD,SC |~ 74,9".
) Ta cb cos ) \BD|-|SC\ 529 5.29 suyra )

Luyén tap 4 trang 70 Toan 12 Tap 1: Trong khong gian Oxyz,

cho A(0;2;1), B(3;-2;1) va C(-2;5;7).

a) Tinh chu vi ciia tam gidc ABC. b) Tinh BAC .
Loi giai

C6 AB=(3,-4,0);AC =(-2:3,6);BC =(-57:6).

a) Ta c6 ‘ﬁ‘=\/9+16 =5/ AC|=V4+9+36 =7;\ﬁ‘ 25+ 49+ 36 = J110.

Do d6 chu vi clia tam gidc ABC la: 5+7++/110 =12++/110 .

b) Ta c6 BAC =(AB, AC).

AB-AC 3-(-2)+(-4)-3+0.6 18

Ta c6 cos(ﬁ,ﬁf)= SR A -=,
|AB|{AC| 5.7 35
Suy ra BAC =1271".

[11. VAN DUNG TQA DO CUA VECTO TRONG MOT SO BAI TOAN CO LIEN QUAN DEN THUC TIEN
GIAI HOAT PONG SGK
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Vi du 5: Trong khong gian v&i mot hé truc toa do cho trudce (don vi do 1ay theo kildmét), ra da
phat hién mot chiéc may bay di chuyén véi van téc va huéng khong dai tir diém A(800;500;7)
dén diém B(940;550;8) trong 10 phit. Néu mdy bay tiép tuc giit nguyén van téc va hudng bay
thi toa d6 cia may bay sau 5 phut tiép theo la gi?

Hinh 2.49

Loi giai
Goi C(x;y;z) lavi trf cia may bay sau 5 phut ti€p theo. Vi hwéng ctia may bay khong d6i nén

AB va BC cing hwéng. Do van téc cia may bay khong d6i va thoi gian bay tir A dén B gdp doi
thoi gian bay tir B dén C nén AB=2BC.

Do d6 BC — L AF _ [ 240-800.550-500 8-7 _(70:25,0,5).
2 2 2 2
X —940 =70
Mt khac, BC = (x—940; y —550;z—8) nén | y—550 =25
z-8=0,5.
x=1010
T d6 4y =575 vavivay C(1010;575;8,5).
z=8,5

Viy toa do ctia mdy bay sau 5 phut tiép theo la (1010;575;8,5).

Tra l¢i cau héi Luyén tap 5 trang 76 SGK Toan 12 Két ndi tri thirc
Véi cac gia thiét nhw trong Vi du 5, hdy xac dinh toa d6 ctia cac chiéc may bay sau 10 phit tiép
theo (tinh tir thoi diém may bay & diém B).

Loi giai
Goi D(x ; y; z) 1a vi tri cia may bay sau 10 phut bay tiép theo (tinh tir thoi diém may bay & diém
B ). Vi huwéng ctia may bay khéng déi nén AB va BD cung hwéng. Do van toc may bay khong doi
va thoi gian bay tir A dén B bang thoi gian bay tir B dén D nén AB =BD. Do do,
BD = AB =(140;50;1).

Xx—940 =140 x =1080
Mit khéc: BD = (x—940;y—550;z—8) nén < y-550=50 < {y =600

z-8=1 z=9
Vay D(1 080; 600; 9). Vay toa do cia may bay trong 10 phut tiép theo la (1080; 600; 9).
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Vi du 6: Hay trd 1oi cu hoi trong tinh hudng mé dau.

Giai. Vi diém A’ c6 toa d6 1a (240;450;0) nén khodng cach tir A" dén cac truc Ox,Oy lan luotla
450 cm va 240 cm. Suy ra A’/A=450 cm va A'O’ =240 cm. Tl gia thiét suy ra
AB'=(-120;0;300), do d6 A'B’=|A'B]|=/(-120)° +0” +300° = 607/29 ~ 323( cm).

Vi O'O = A’A=450 cm va O’ nam trén truc Oy nén toa d6 ctia di€ém O’ 1a (0;450;0).

Do d6 O'B’ = (120;0;300) va O'B' =|0'B'| = 1207 + 0% + 300 = 60+/29 ~323( cm).

Vay mdi cdn nha gb c6 chiéu dai 1a 450 cm, chiéu rong 1a 240 cm, mdi canh bén clia mit tién c6
d6 dai 1a 323 cm.

Tra lo’i ciu héi Luyén tap 6 trang 71 SGK Toan 12 K&t néi tri thirc
Trong tinh huéng mé dau, hay tinh do 1én cta goc « .

Lo giai

A Y

Theo Vi du 6 ta c6: A'B’ =(-120;0;300);

AB]|=60y/29cm, 0'(0;450;0), A'(240; 450;0)

Do d6, A'Q’=(~240;0;0) = |A'0|= 240 cm
T b co (A'Ts';m)z ﬁ"ﬂ =(_120)(—24o)+o.0+3oo.0 _ 229
\A’B' : A’O" 60~/29.240 29

= B'A0’ ~68°. Vay o ~ 68°

Vi du 7: Hai chiéc kHinh khi ciu bay 1én tir cing mot dia diém. Chiéc thir nh4t ndm cach diém
xudt phat 2 km vé phia nam va 1 km vé phia dong, dong thoi cich mat dat 0,5 km. Chiéc thi hai
nam cach diém xuit phat 1 km vé phia bac va 1,5 km vé phia tay, dong thoi cach mat dat 0,8 km.

Chon hé truc toa do Oxyz v&i géc O dit tai di€ém xuit phat ctia hai kHinh khi cAu, mit phang
(Oxy) trung véi mat dat véi truc Ox hwéng vé phia nam, truc Oy huéng vé phia dong va truc
Oz huwéng thang ding 1én troi (H.2.50), don vi do 14y theo kilomét.

a) Tim toa dd ctia mdi chiéc kHinh khi ciu d8i véi hé toa do da chon.

b) Xac dinh khodng cach gitra hai kHinh khi cdu (lam tron két qua dén chir s6 thap phén th hai).
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Hinh 2.50
Loi giai

a) Chiéc kHinh khi ciu thir nhAt va thi hai ¢6 toa do I3n lwot1a (2;1,0,5) va (-L-1,5;0,8).

b) Khodng céach giira hai chiéc kHinh khi ciu la

J(-1-2)* +(-1,5-1)*+(0,8-0,5)* = /15,34 ~ 3,92( km).

Tra lo’i cAu héi Luyén tap 7 trang 72 SGK Toan 12 K&t néi tri thirc
Trong Vi du 7, khinh khi ciu thi nhit hay th hai & xa diém xuat phat hon? Gidi thich vi sao.

Loi giai
Theo Vi du 7 ta cd, khinh khi ciu thir nhat c6 toa do la A(2;1; 0, 5), khinh khi ciu thi hai cé toa dé 1a
B(-1-15,0,8).

Ta c6: OA=4/2" +1° +0,5° =@km,08 =JCD? +(-15) +0,8 =_"f§9 km.

Vi goc O dit tai diém xudt phat va OA > OB nén khinh khi cdu th hai gan diém xuat phat hon.

IV. GIAI BAI TAP SGK
Bai 1: Trong khong gian Oxyz, cho ba vecto a=(3;1;2), b= (-3;0;4) va ¢ =(6;,-10).

a) Tim toa dd cua cac vecto da+b+¢ va2a—3p-5¢.
b) Tinh céc tich vo huong &-(-b) va (24) .
Loi gidi
a) Toa d clia vecto d+b +C 1a (3-3+6;1+0-12+4+0)=(6;0;6).
C6 2d =(6;2;4);30b =(-9;0;12);5¢ = (30;-5;0).
Toa d ctia vecto 28 —3b —5C 1a (6+9-30;2+5,4-12) =(-15,7;-8).

b) C6 —b =(3;0;-4).

Do d6 d-(~b)=33+1.0+2-(-4)=1.
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(28)-¢=6.6+2-(—1)+4.0=34.
Bai 2: Trong khong gian Oxyz, cho ba diém M(—4;3;3),N(4;-4;2) va P(3; 6;-1).
a) Tim toa do cda cac vecto MN, MP, tir d6 chirng minh rang ba diém M, N,P khong thiang hang.

b) Tim toa dd cia vecto NM + NP, tir d6 suy ra toa do cua diém Q sao cho tr gidc MNPQ la hinh
binh hanh.

¢) Tinh chu vi ctia hinh binh hanh MNPQ.
Lovi giai
a) MN - (4+4;-4-3;2-3)—(8,—-7,-1),MP - (3+4;6—-3,-1-3)—(7;3,-4).
Hai vecto MN va MP khéng ciing phwong nén ba diém M, N,P khong thing hang.
b) C6 NM —(-8;7;1) vd NP —(~110;-3).
Suy ra NM+ NP =(-8-1,7+10;1-3) =(-9;17;-2)(1).
Theo quy tic hinh binh hanh c6: NM+ NP = NQ (2).
GoiQ(x,y;z). Khi dé N_Q=(x—4;y+4;z—2)(3).

X—4--9 X=-5
Tw (1), (2),(3), tacd: y+4-17 &< y-13 .
71-2—-2 z-0

Vayy Q(-5;13;0).

¢) C6 MN =(8,~7;-1) = [MN| = V14

NP = (-1,10;-3) = ‘\/@‘ =10 ;

Do do chu vi hinh binh hanh Ia: 2(‘W|+| NP‘) -2(14++A10).

Bai 3: Trong khong gian Oxyz, cho tam gidc ABC c6 A(1;0;1),B(0;-3;1) va C(4;-14).
a) Tim toa do trong tam cua tam giac ABC.

b) Chirng minh rang BAC =90".

c) Tinh ABC.

Loi giai

L
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a) Goi G(x;y;z) latrong tdm ctia tam gidc ABC.

1+0+4 5
X = X=—
3 3
Khi d6 ta c6 y=0_3_1<:> y=_—4.
3 3
_1+1+4 z2=2
3

5 4
Vay G| —;——=:;2|.
v o[ 3i-3:2)

b) C6 AB=(0-1-3-0;1-1)=(-1-3;0); AC =(4-1L-1-0;4-1)=(3,-13).
nl AB-AC =(-1)-3+(-3)-(~1)+0.3=0.
Do d6 AB_L AC hay BAC =90'.

¢) C6 BA=—AB = (1,3,0);[BA| = V1+9 = 10;
BC =(4-0,-1+3,4-1)=(4;2,3);|BC|= 16 +4+9 =29,

Ta cé6 ABC = (ﬁ, Bc).

_ BA-BC 14+32+03 290

|BAfBCI  J10.V29 29

Co cos(ﬁ,ﬁ)

Do dé ABC =54".

Bai 4: Mot phong hoc c6 thiét ké dang hinh hdp chir nhit v&i chiéu daila 8 m, chiéurongla 6 m
va chiéu cao la 3 m. M6t chiéc dén dwoc treo tai chinh gitra trdn nha cia phong hoc. Xét hé truc
toa d6 Oxyz c6 gbc O tring véi mot goc phong va mit phang (Oxy) tring véi mét san, don vi

do dworc 1ay theo mét (H.2.51). Hiy tim toa do cia diém treo den.

:

. .
i Bm

Loi giai

. O Lién hé tai liéu word todn SDT (zalo): 039.373.2038 141


https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1

Website: tailieumontoan.com

==
>

Gia str can phong hinh hop chir nhat dwoc moé phéong nhw hinh vé.
Khi d6 ta c6 B' (6;8;3) va O'(0;0;3).
Goi I 1a diém chinh gitra trAn nha cta phong hoc.

Vi O'A'B'C' 1a hinh chir nhit nén I 1a trung diém cia O'B'.

_6+0
| 2 X, =3
Do dé y,=¥<:> y, =4.
3+3 (&=3
2

Vay toa d6 di€m treo dénla (3;4;3).

Bai 5: Trong khéng gian, xét hé toa dé Oxyz c6 goc O trung v&i vi tri cia mot gian khoan trén
bién, mit phang (Oxy) tring v&i mit bién (dwgc coi la phang) véi truc Ox hwéng vé phia tay,
truc Oy huéng vé phia nam va truc Oz hwéng thang dirng 1én troi ( H.2.52). Don vi do trong
khong gian Oxyz 14y theo kilomét. Mot chiéc ra da dat tai gian khoan c6 pham vi theo ddi la

30 km. Hoi ra da c6 thé phat hién dwoc mot chiéc tau tham hiém cé toa d6 la (25;15;-10) d6i voi

hé toa do noi trén hay khong? Hay giai thich vi sao.

TT———

z

Hinh 2.52

Lo giai

Dé xac dinh xem ra da c6 thé phat hién dwoc tau tham hiém hay khong, ta cin xac dinh khodng
cach gitra ra da va tau tham hiém.

Theo d@ ta c6 toa d6 ctia ra dala (0;0;0), toa d6 cia tau tham hiém 1a (25;15;-10).
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Khi d6 khodng cach giira ra da va tau thdm hiém la:

d = /(25-0)? + (15-0) + (10— 0)? =5+/38 ~30,82.

Vi pham vi theo doi cua ra da la 30 km ma khoang khoang cach giira ra da va tau tham hiém la
30,82 km nén ra da khéng phat hién dwoc tau tham hiém.

ON TAP CHU'ONG II
Bai 1: Cho tr dién ABCD. L4y G 1a trong tAm ctia tam gidc BCD. Khang dinh nao sau day 12 sai?
A.BG +CG + DG = 0. B.AB + AC + AD = 34G.
C.BC + BD = 3BG. D.GA + GB + GC + GD = 0.
Loi giai

Pap an dungla: D

—

Vi G 12 trong tAm ctia tam gidc BCD nén GB + GC + GD = 0.

Do d6 dap an A dang.

C6AB + AC + AD = AG + GB + AG + GC + AG + GD = 34G

vi GB + GC + GD = 0. Do d6 dap 4n B diing.

C6BC +BD =BG +GC + BG + GD = 2BG + GC + GD = 2BG — GB = 3BG.
viGB+GC+GD =0= GC +GD = —GB

Do d6 dap an C dang.

Bai 2: Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D'. L4y M la trung diém cta doan thang CC'.
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Vecto AM bing

A.AB + AD + AA'. B.E+ﬁ+%ﬁ

c.ﬁ+%ﬁ+§ﬁ. D.%E+E+ﬁ
Lovi giai

Pap an dungla B

Tacé AM = AC + CM.

Vi ABCD 12 hinh binh hanh nén AC = AD + 4B.

Vi M 14 trung diém ctia CC' nén CM = %W = %A—A;
Do d6 AM = AB + AD + A4

Bai 3: Cho hinh hop ABCD. A'B'C'D'". Khing dinh nao dwdi day 1a sai?

A. 4B + CC' = AB'. B.AB + AD + AA’ = AC’
C.AD + BB’ = AD'. D.AB + CC' = AC'.
Loi giai

Pap an dungla: D

Vi ABCD.A'B'C'D' 12 hinh hop nén theo quy tic hinh hop ta c6: AB + AD + AA’ = AC'.

Do dé dap an B dung.

AB +CC'=AB'+B'B+CC’' = AB’(viB'B + CC' = 0).

Do d6 dap an A ddng.

. O Lién hé tai liéu word todn SDT (zalo): 039.373.2038 144


https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1

Website: tailieumontoan.com

AD +BB' =AD' +D'D + BB = AD'(viD'D + BB’ = 0).
Do d6 dap an C duang.

Bai 4: Cho tr dién déu ABCD c6 do dai canh bang a, goi M 14 trung diém cua doan thang CD. Tich v
hwéng AB - AM bing

a? a? a?
A.—. B.—. C.—. D. a?.
4 2 3
Loi giai

Pap an dung la B

—_— —

-AB~AC+§.E.E.

Khi d6 4B - AM = 4B -5 (AC + AD) =

N |-

_ — E— —_— —_— — 2

C6 AB - AC = |AB| - |AC| - cos (AB,AC) = a-a - cos 60° = <.

2

— — —_— —— a
AB - AD = |AB| - |AD| - cos (AB,AD) = a-a - cos 60° = >

VN 2 2 2
Dod6AB -AM =2 +L =%
4 4 2

Bai 5: Trong khong gian Oxyz, cho d@ = (1;—2;2),b = (=2; 0; 3).

Khang dinh nao dudi day 12 sai?

Loi giai
Pap an dangla C
a+b=(1-2,-2+0;2+3)=(-1;-2;5).
a-b—(1+2,-2-0;2-3)—(3;-2;-1).
3a — (3;—6;6).

2a+b=2-2,—4+0;4+3)=(0;,—47).
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Do d6 dap an C sai.
Bai 6: Trong khong gian Oxyz, cho hinh binh hanh ABCD c6 A(—1; 0; 3), B(2; 1; —1) va. Toa do6 cua
diém D la:
A. (2;-1;0). B. (0; —1;-6). C. (0;1;6). D. (—2;1;0).
Loi giai
Pap an dangla C
Goi D(x;y; z).

vi ABCD 12 hinh binh hanhnén 48 = DC & (3;1;—4) = 3 —x;2 — y;2 — 2)
3—x=3 x=0
@{2—)/:1 @{yzl
2—z=—4 z=6
Vay D(0; 1; 6).

Bai 7: Trong khong gian Oxyz, cho A(1; 0; —1), B(0; —1; 2) va G(2; 1; 0). Biét tam gidc ABC c6 trong
tAm 1a di€m G. Toa do cuia diém C 1a

A. (5:4;-1). B. (=5 —4;1). C.(1;2;-1). D.(—1;-2;1).
Loi giai
Pap an dungla A
Xc=32-1-0 Xc =5
Vi G la trong tdm ctia tam gidc ABC nén {yc =31-0+1e {yc =4 .
ZC=30+1—2 ZC:_l
Vay C(5;4; —1).

Bai 8: Trong khong gian Oxyz, cho d = (—2; 2; 2),5 = (1; —1; —2). Cosin cua goc gitra hai vecto d, b

bang
A 22 B.22 . D. =2
3 3 3 3
Lovi giai
Pap an dungla A

Q

‘b (=2)1+2:(=1)+2:(=2) _ -2v2
b~ Va+ta+a-/i+1+4 3

Ql

C6 cos (d,b) = l

Bai 9: Cho hinh chép S. ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh chit nhat. Chirng minh ring: SA + SC = SB + SD.

Loi giai
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Vi ABCD la hinh chir nhat nén
AD =BC & SD—SA=5C—SB © SA+SC =SB +5D

Bai 10: Cho tr dién ABCD, 14y hai diém M, N théa man MB + 2MA = 0 va NC = 2DN. Hay biéu dién
MN theo AD va BC.

Lovi gii

C6 MB + 2MA = 0;

NC =2DN & 2DN+CN =0

C6 MN = MA + AD + DN = 2MN = 2MA + 24D + 2DN (1)
MN = MB + BC + CN(2)

Cong tirng vé (1) va (2), ta dwoc 3MN = MB + 2MA + BC + 24D + CN + 2DN

& 3MN = (MB + 2MA) + BC + 24D + (CN + 2DN)
& 3MN = BC + 24D
o WN =~ BC + 2 4D
3 3
Bai 11: Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’, goi G la trong tam ctia tam gidc BDA'.
a) Biéu dién AG theo AB,AD va AA'.
b) Tir cAu a, hdy chirng té ba diém A, G va C' thang hang.

Loi giai
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a) Vi G la trong tam cta tam giac BDA' nén

GB+GD+GA' =0

& GA+AB+GA+AD +GA+AA =0

©3GA+AB+AD +AA =0

o AC = 3 (4B + 4D + A7)

b) Vi ABCD.A'B'C'D' 1a hinh hdp nén theo quy tic hinh hop ta co:

AC' = 4B + AD + AA'(2)

Tir (1) va (2), ta c6 AG = ; AC".

Vay ba diém 4, G va C' thang hang.

Bai 12: Trong khdong gian Oxyz, cho cic diém A(2; —1;3),B(1;1; —1) va C(—1; 0; 2).

a) Tim toa d6 trong tam G cua tam giac ABC.

b) Tim toa do di€m M thudc truc Oz sao cho dudng thang BM vudng gdc voi dwong thang AC.
Lovi giai

a) Vi G la trong tam tam giac ABC nén

(o2+1-1
xg =L~ 2
3 Xg ==
—14+140 3
3-1+2 g
z=—5— 3

4

A 2
vay G (53 0:3).
b) Vi M thudc Oz nén M(0; 0; z).

Khi d6 BM = (—1; —1;z + 1) vA AC = (=3;1; —1).
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Vi dworng thing BM vuéng géc véi dwdng thing AC nén BM - AC = 0
S (=) (=D+ (D) -1+@z+1)-(=1) =0

oz=1

Vay M(0;0;1).

Bai 13: Trong khong gian Oxyz, cho hinh hop OABC.O'A'B'C' va cac diém A(2;3;1),C(—1;2;3) va
0'(1; —2; 2). Tim toa do cac dinh con lai ctia hinh hop.

Lovi gii

Ta c6 0(0; 0;0)

GOl B(XB,' \4:1 ZB).

Tacé 04 = (2;3; 1);&') =(—1;2; 3);0_B) = (Xg; Vg; Z5)

Vi OABC 12 hinh binh hanh nén theo quy tic hinh binh hanh ta c6:
'XB = 2 - 1 xB = 1

0B=0A+0C<:){y3=3+2(:>iy3=5
Zg = 1+ 3 Zg = 4

Vay B(1;5;4).

C600" = (1;-2; 2);W =g+ Ly — 2520 — 3);B—B’) = (xgr —1;yp — 5,25 — 4);@ =
(Xar = 2;¥00 — 35240 — 1)

Vi OABC.0O'A'B'C' 1a hinh h0p nén:

X +1=1 Xer =0
0—0;=W® yc’_2=_2@ yc’=0
ZC,_3=2 ZCI=5

Vay C'(0; 0; 5).

Xp—2=1  (xy=3
W:ﬁ@{yA,—3=—2@{yA,=1
ZAI—1=2 ZA’=3

Vay A'(3; 1; 3).
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XBI—1=1 xBI=2
00'=BB o {yy—5=-2o{yy =3
ZB/_4'=2 ZBI=6

Vay B'(2; 3; 6).
Bai 14: Trong khong gian Oxyz, cho hai vecto d = (—2; 1; 2), b= (1;,1;,-1)
a) Xac dinh toa do clia vecto u = d — 2b.
b) Tinh d6 dai vecto .
¢) Tinh cos (&, b).
Lo giai
a) C6 2b = (2;2;-2).
Khido=d—2b=(—2-2;1-2;242) =(—4;—1;4).

b) |i| = V16 + 1 + 16 = v/33.

5 7 ab (=2)-1+1-142-(-1) -3
c)cos (a,b) = —=——== = —
|d|-|b| ~ VA+1+4a-VI+1+1 3

Bai 15: Trong khong gian Oxyz, cho cac diém A(4; 2; —1),B(1; —1;2) va C(0; —2; 3).
a) Tim toa dd clia vecto AB va tinh d6 dai doan thing AB.
b) Tim toa d6 diém M sao cho AB + CM = 0.
c) Tim toa d6 diém N thudc mit phang (Oxy), sao cho 4, B, N thing hang.
Loi giai

a)TacoAB = (1 —4;—1—2;2+ 1) = (=3; —3;3).

C6 |AB| = /(=3)2 + (=3)2 + 3% = 3/3.
b) Gia str M(x;y; z).

Khi d6 CM = (x;y + 2;z — 3)

R, —34+x=0 x =3
ViAB+CM=Onén{—3+y+2=0=>{y=1
34z—-3=0 z=0

Vay M(3;1;0).
c) Gid st N(x; y; 0).
Khi d6 AN = (x —4;y —2;1); BN = (x — L;y + 1, =2).

D& A, B, N thang hang thi AN va BN cung phuong tic la AN = kBN.
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c-®=k@-1 [FTD=3G-D =3

Suyrasy—-2=k(y+1) & y—2=—%(y+1) PN y=11_
1=k(-2) k=—% k=_E

Vay N(3; 1; 0).

Bai 16: Hinh 2.53 minh hoa mét chiéc dén dworc treo cach tran nhala 0,5 m, cach hai twong lan lwot
la 1,2 m va 1,6 m. Hai birc twdrng vudéng goc véi nhau va ciing vudng goc véi tran nha. Nguoi ta di
chuyén chiéc dén d6 dén vi tri méi cach tran nha la 0,4 m, cach hai twong déula 1,5 m.

a) Lap mot hé truc toa d6 Oxyz phu hop va xac dinh toa d6 cia bong dén ldc dau va sau khi di
chuyén.

b) Vi tri méi cia bédng dén cach vi tri ban dau 1a bao nhiéu mét? (Lam tron két qua dén chir s6 thap
phén th nhat).

Hinh 2.53

Lovi gii

Chon hé toa d6 Oxyz nhu hinh vé.
Toa d6 bong dén luc daula A (1,2;1,6;0,5).
Toa d béng den luc sau la B (1,5; 1,5; 0,4).

b) C6 4B = (0,3; —0,1; —0,1).

Khi d6 |AB| = ,/0,3% + (=0,1)2 + (—=0,1)2 = 0,3.

Vay vi tri m&i cach vi tri ban diu cua béng dén 1a 0,3 m.
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» CHU'ONG III. CAC SO PAC TRUNG PO MU’C PO PHAN TAN CUA MAU SO LIEU
GHEP NHOM

Bai 1 - KHOANG BIEN THIEN VA KHOANG TU’ PHAN VI

I. KHOANG BIEN THIEN
Khodng bién thién cia miu ghép nhémtrénlaR=a,_,—a,.

Y nghia. Khoang bién thién ctia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho khodng bién thién ctia mau s6
liéu g6c. Khodng bién thién dwoc dung d€ do mirc do phan tan clia mau sé liéu ghép nhém.
Khodang bién thién cang 16 thi mau s6 liéu cang phan tan.

GIAI HOAT PONG SGK
M¢& dau trang 75 Toan 12 Tap 1: Thong ké s6 ngay trong thang Sdu nam 2021 va ndm 2022
theo nhiét d6 cao nhit trong ngay tai Ha N6i, ngwoi ta thu dwgc bang sau:

Nhiét do (°C) | [28:30) | [30;32) | [32; 34) | [34; 36) | (36, 38) | [38: 40)
Sé ngay trong thang 6/2021 0 2 8 5 6 )
56 ngay trong thang 6/2022 2 3 4 11 8 2

(Theo accuweather.com)
Hoi thang Sdu ndm nao & Ha N6i nhiét d6 cao nhit trong ngay bién do6i nhiéu hon?

Loi giai
Sau khi hoc xong bai nay, ta gidi quyét bai toan nay nhw sau:
Nam 2021
Khodng bién thién: R1 =40 - 30 = 10.
Ta c6 c& mau la n = 30.

Goi X1; X2; ...; x30 1a nhiét dd cao nhit trong ngay ctia 30 ngay thang Sdu nidm 2021 dwoc sap xép
theo thi tw ting dan.
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Ta c6 tir phan vi thir nhat ctia mau s6 liéu 1a xs thudc nhém [32; 34). Do d6 nhdm chra tir phan vi
th nhit 1a [32; 34).

Taco Q =32+ 48 .(34-32)=33,375.

T& phan vi thir ba ctia mau s6 liéu 1a X,; thudc nhém [38;40 ). Do d6 nhém chira t&t phan vi thir
bala [38;40).

330,

Ta c6 Q, =38+4T.(4O—38)z38,333.

Do d6 khodng tit phan vi D,, =38,333-33,375=4,958.

Nam 2022

Khodng bién thién R, =40-28=12.

Ta c6 c maula n=30.

Gid st Y,,Y,,-.., Y3 la nhiét dd cao nhét trong ngay cia 30 ngay thang Sau ndm 2022 dwoc sap
x€p theo thir tw ting dan.

Ta c6 t&r phan vi thit nhit ciia mau s§ liéu géc 1a y, thudc nhém [32;34) nén nhom chira tir phan
vi thir nhit 13 [32;34).

05

Tacé Q =32+ 44

-(34-32)=33,25.
T& phén vi thir ba ciia mau s6 liéu géc 1 y,, thudc nhém [36;38 ) nén nhém chira tir phan vi thir
bala [36;38).

330,

Tac6 Q, =36+4T-(38—36):36,625.

Khoang ti& phan vi: D2q = 36,625 - 33,25 = 3,375.

Theo khoang bién thién: Vi Rz > R1 nén nhiét d6 cao nhat trong ngay vao thang 6 nam 2022 bién
déi nhiéu hon nhiét dé cao nhit trong ngay vao thang 6 nam 2021.

Theo khoang tit phan vi: Vi D1q > D2q nén nhiét do cao nhat trong ngay vao thang 6 nam 2021
bién d6i nhiéu hon nhiét d6 cao nhat trong ngay vao thang 6 nam 2022.

Vi du 1: Thong ké thoi gian str dung mang xa hoi trong ngay ctia cic ban Té 1, T6 2 16p 124, dwoc
két qua nhw bang sau:

Théi gian st dung (pht) [0: 10) [10; 30) [30; B0} [60; 90)
Sé hoc sinh T6 1 2 4 3 1
Sé hoc sinh To 2 5 1 3 0

Tim khodng bién thién cho thoi gian str dung mang xa hoi ctia hoc sinh moi t6 va gidi thich y nghia.
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Loi giai
Goi R, R, twong (rng 12 khodng bién thién clia mAu s§ liéu ghép nhoém vé thoi gian st dung mang
x4 hoi trong ngay ctia cac ban T6 1 va Td 2.

Tacé: R, =90-0=90 va R, =60—0=60.

Do R, >R, nén ta c6 thé két luan rang thoi gian sir dung mang xa hoi trong ngay ctia cdc ban T6 1
phén tan hon thoi gian str dung mang xa héi ctia cac ban T6 2.

Luyén tap 1 trang 77 Toan 12 Tap 1: Thoi gian hoan thanh bai ki€ém tra moén Todn cla cac ban
trong 16p 12C duoc cho trong bang sau:

Théi gian (phut) [25; 30} [20; 35) [35; 40) [40; 45)
S hoc sinh 8 18 4 2

a) Tinh khodng bién thién R cho mau s6 liéu ghép nhom trén.

b) Néu biét hoc sinh hoan thanh bai kiém tra sém nhit mat 27 phidt va mudn nhit mat 43 phat thi
khodng bién thién ctia mau s6 liéu gdc 1a bao nhiéu?

Loi giai
a) Khoang bién thién R cho mau s8 liéu ghép nhém 1a R = 45 - 25 = 20.

b) Néu biét hoc sinh hoan thanh bai ki€ém tra sém nhit mit 27 phit va mudn nhat mit 43 phut thi
khoang bién thién ciia mau s6 liéu géc 1a 43 - 27 = 16.

I1. KHOANG TU’ PHAN VI
Khoang tir phin vi cia mau s6 liéu ghép nhom, ki hiéu la A, 12 hiéu s6 giira t&r phan vi thit ba Q,
va ttr phan vi thir nhat Q, cia mau s6 liéu do, tircla A, =Q, - Q.
Y nghia. Khoang tir phan vi cia mau s6 liéu ghép nhém xap xi cho khoang tir phan vi ciia mau sé

liéu g6c. Khodng tir phan vi cling dwgc dung d€ do mirc do phan tdn cia mau sd liéu ghép nhém.
Khodang tir phén vi cang 1&n thi mau so liéu cang phéan tan.

GIAI HOAT PONG SGK

HDP2 trang 77 Toan 12 Tap 1: Trong tinh huéng mé& dau, goi y1, y2, ..., y30 la nhiét d6 cao nhat
trong ngay cta 30 ngay thang S4u nam 2022 (mAu sé liéu gbc).

a) Co thé tinh chinh xac khoang ti phan vi ciia mAau sé liéu géc hay khong?
b) Tim t& phan vi tht nhit Q1 va t& phan vi tht ba Q3 cho miu s8 liéu ghép nhém.
c) Hay dwa ra mot gia tri x4p xi cho khoang ti phan vi cia mau s liéu géc.
Loi giai
a) P& tinh chinh xac khoang ttr phan vi cia mau s6 liéu gbc, chiing ta cAn biét gia tri cu thé cla tirng

ngay trong thang Sau ndm 2022. Tuy nhién, do khong c6 dir liéu cu thé, nén khong thé tinh chinh
xac khoang t phan vi.
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b) Ta c6 c& mau lan = 30.

Gia st y1, y2, ..., y30 12 nhiét dd cao nhit trong ngay ctia 30 ngay thang Sau ndm 2022 dworc sap xép
theo thi tw tang dan.

Ta c6 tit phan vi thir nhat ctia mau sé liéu gbc 12 ys thudc nhém [32; 34) nén nhém chira tir phan
vi thi nhat 1a [32; 34).

N_g

Taco Q =32+ 44 .(34-32)=33,25.

T& phan vi thit ba ctia mau s6 liéu g6c 13 y,, thudc nhém [36;38 ) nén nhém chira tir phan vi thir
bala [36;38).

3,30,
Ta c6 Q, =36+4T-(38—36)=36,625.
c) D, =36,625-33,25=3,375.

Vi du 2: Thoi gian cho kham bénh cuia cac bénh nhan tai phong kham X dwoc cho trong bang sau:

Thei gian (phat) [0; 5) [5; 10) [10; 15) [15; 20)
Sé bénh nhan 3 12 15 8

a) Tim khodng tt phan vi ciia mau s6 liéu ghép nhém nay.

b) Tir mdt mau sb liéu vé thoi gian chd khdm bénh ciia cac bénh nhan tai phong kham Y nguoi ta
tinh dwoc khoang tr phan vi bang 9,23 . Héi thoi gian chd cia bénh nhan tai phong kham nao
phan tan hon?

Loi giai
a) Cd maula n=3+12+15+8=38. Goi X,,..., X, 12 thoi gian cho khdm bénh cta 38 bénh nhan
nay va gia sir rang day s6 liéu géc nay da duoc sap xép theo thir tw ting dan.
T phan vi thit nhat cia miu s6 liéu gdc 13 X, nén nhém chira tir phan vi thit nhat 1a nhom [5;10)
va ta co:

®_3

4
=5+ 57,71
Q T

T phan vi thir ba cia miu s6 liéu géc 1a X,, nén nhém chira t&x phan vi thit ba la nhém [10; 15)
va ta co:

3-38

4
-10+| -4 |.5=145
Q, 15
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Vay khoang ttr phan vi ciia mau s6 liéu ghép nhém la: Ay=0Q,-Q ~14,5-7,71=6,79.
b) Do A, =6,79 <9,23 nén thoi gian chd ctia bénh nhén tai phong khdm Y phan tdn hon thoi
gian ch¢ cia bénh nhan tai phong khdm X .

Luyén tap 2 trang 78 Toan 12 Tap 1: Mot ngudi ghi lai thoi gian dam thoai cia mét s6 cudc goi
cho két qua nhw bang sau:

Thai gian f (phat) S8 cudc goi
O<t<1 8
15t<2 ' 17
2<t<3 25
3=t<4 20
4<t<5 | 10
Tim khodng t&r phan vi ctia mau s6 liéu ghép nhém trén.

Lovi gii

Ta c6 bang mau s6 liéu ghép nhém dwoc viét lai nhu sau

Thai gian t|__ ) ) ) ,
(phit) [0;1) [1;2) [2; 3) [3; 4) [4; 5)
S50 cudc goi |8 17 25 20 10

C6c maun =8+17+25+20+10=80.

Gid st X;;X,;...; Xg 12 thovi gian dam thoai cia 80 cudc goi dwgc sap x€p theo thir tw ting dan.
e LA v s e o X xria 1x Xgg T X

Ta c6 tir phan vi thir nh4t clia mau s6 liéu la ~2—2L,

Ma X,, “X,, déu thudc nhém [1;2 ) nén nhém chira t&k phan vi thi nhatla [1;2 ).

9 _g

Tacé Q =1+2—(2-1)~17.
aco Q =1+ o (2-1)

7 A . 7 2 < AN YA by X + X
T phan vi thit ba cia mau s6 liéu 1a 22—,
Ma Xg; Xs; thudc nhém [3;4) nén nhém chira tir phan vi thir ba la [3;4).

803 g,

Tacé Q, =3+—4 _ (4-3)=35.
acod Q=3+ 50 ( )

Khodang ttr phan vi ciia mau s6 liéu ghép nhém 1a: D, =3,5-1,7=1.8.

Van dung trang 78 Toan 12 Tap 1: Hay giai bai to4n trong tinh huéng mé dau bang cach st dung
khodang bién thién va khoadng tr phan vi ctia mau s8 liéu ghép nhém.

Lovi giai
Nim 2021

Khoang bién thién: R1 = 40 - 30 = 10.
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Ta c6 c& mau la n = 30.
Goi X1; X2; ...; x30 12 nhiét d6 cia 30 ngay thang Sdu ndm 2021 dwoc sap xép theo thir tw ting dan.

Ta c6 titr phan vi thi nhit ciia mau s liéu 12 xs thudc nhém [32; 34). Do d6 nhém chira tir phan vi
th nhit 1a [32; 34).

0,

Taco Q =32+ 48 (34-32)=33,375.

T& phan vi thir ba ctia mau s6 liéu 1a X,; thudc nhém [38;40 ). Do d6 nhém chira t&r phan vi thir
bala [38;40).

330,

Taco Q, = 38+4T.(40—38) — 38,333,

Do d6 khoéng tr phan vi D,, =38,333-33,375=4,958.

Nam 2022

Khoang bién thién R, =40-28=12.

Ta c6 c maula n=30.

Gid st Y,,Y,,-.., Y3 la nhiét dd cao nhét trong ngay cia 30 ngay thang Sau ndm 2022 dwoc sap
x€p theo thir tw tang dan.

Ta c6 t&r phan vi thit nh4t ciia m&u s§ liéu gdc 1 y8 thudc nhom [32;34) nén nhém chira tir phan
vi thir nhit 1a [32;34).

05

Taco Q =32+ 44 .(34-32)=33,25.

T& phén vi thir ba ciia mau s6 liéu géc 1 y,, thudc nhém [36;38 ) nén nhém chira tir phan vi thir
bala [36;38).

Tac6 Q, =36+4T-(38—36):36,625.

Khodang t phan vi: D2q = 36,625 - 33,25 = 3,375.

Theo khoang bién thién: Vi Rz > R1 nén nhiét df cao nhit trong ngay vao thang 6 ndm 2022 bién
déi nhiéu hon nhiét dé cao nhit trong ngay vao thang 6 nam 2021.

Theo khodng t phan vi: Vi D1q > D2q nén nhiét do cao nhit trong ngay vao thang 6 nam 2021 bién
déi nhiéu hon nhiét dé cao nhat trong ngay vao thang 6 nam 2022.

11I. GIAI BAI TAP SGK
Bai 1: Thong ké s6 thé vang ctia mdi ciu lac bd trong gidi ngoai hang Anh mua giai 2021 - 2022
cho két qua sau:
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101 9 79 78 75 73 68 67 &7 63
83 61 60 1) 57 55 55 50 47 42,

(Theo premierleague. coim)

a) Hay ghép nhém day s6 liéu trén thanh cdc nhém c6 do dai bang nhau véi nhém dau tién 1a [40; 50).

b) Tinh khoang bién thién, khodng t& phan vi ciia mau s6 liéu géc va mau s6 liéu ghép nhém thu
dwoc & ciu a. Gia tri nao la gia tri chinh xac? Gia tri nao la gia tri xap xi?

Loi giai

a) Bang s6 liéu ghép nhém:

Séthé |[40;50) ([50;60) |([60;70) |[70;80) |[80;90) ([90;100)|[100;110)

Tansd |2 5 7 5 0 0 1

Mau s6 liéu goc

Khoang bién thién: R1 = 101 - 42 = 59.

Sap x&p mau s6 liéu goc theo thit tw ting dan:

42:47;50; 55;55;57;59; 60; 61;63; 63;67; 67;68; 73;75;78; 79; 79; 101.

Vin =20 nén t& phan vi th nhit 1a trung vi cia nhém 42; 47; 50; 55; 55; 57; 59; 60; 61; 63.

Do s Q =2 56,
T& phan vi thir ba 1a trung vi cdia nhém 63;67;67;68;73;75;78;79;79;101.
Dodé Q=1 _74.

Do dé Dy, =74-56=18.
MAu sé liéu ghép nhém
Khoang bién thién la: R, =110-40=70.
C maula n=20.
GOl X;;X,;...; X, 12 58 thé vang ciia mdi cAu lac bo trong gidi ngoai hang Anh mua giai 2021 - 2022
va dwoc sdp x€p theo thi tw ting dan.
, A1 Ny 2 X x1ia7s X5+ Xg
T& phan vi thit nhat cia mau sé liéu la =——
Ma X.;X; thudc nhom [50;60 ) nén nhom chira tir phén vi thir nhat 1a [50;60 ).

2,

Tac6 Q =50+ 45 -(60—-50) = 56.

Xis + X6

T phan vi thit ba cia mau s6 liéu 1a T

Ma X : X thudc nhém [70;80 ) nén nhém chira tir phan vi thir ba la [70;80 ).
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Do d6 D2q=72-56 = 16.
Gia tri chinh x4c l1a R1 va D1g; gid tri x4p xi la Rz va Dzq.

Bai 3: Thu nhép theo thang (don vi: triéu dong) clia ngudi lao dong & hai nha may nhuw sau:

Thu nhap 5:8) | (@) | (1114 | (1417 | [17; 20)
Sé ngwdi cla nha may A 20 35 45 35 20
S6 ngudri clia nha may B 17 23 30 23 17

Tinh mtc thu nhap trung binh cia ngwoi lao dong & hai nha may trén. Dwa vao khoang tt phan vi,
hidy xac dinh xem mirc thu nhip ctia ngwoi lao dong & nha may nao bién dong nhiéu hon.

Lovi giai

Chon gi4 tri dai dién cho mau sé liéu ta co:
Thu nhap  |[5; B) [8;11) [11; 14) [14; 17) [17; 20)
G.tﬁ trl da 6,5 9,5 12,5 15,5 18,5
dién
S8  ngudi
clia nha|20 35 45 35 20
may A
S6 ngudi
cla nha|17 23 30 23 17
may B

Mtrc thu nhép trung binh ctia nguoi lao dong nha may A la:
6,5.20+9,5.35+12,5.45+15,5.35+18,5.20 n o
=12,5 (triéu dong).
(20+35+45+35+20)
Mtrc thu nhap trung binh cia ngwoi lao dong nha may B la:
6,5.17+9,5.23+12,5.30+15,5.23+18,5.17 n
=12,5 (triéu dong).
(17+23+30+23+17)
Nha may A
Co mau n=20+35+45+35+20=155.
GOi X} X,;...; X 1& mirc thu nhip ctia 155 cong nhan lao dong clia nha may A va dwgc sip xép

theo thi tw ting dan

Tt phan vi thir nhat cia miu s6 lidu 13 X, thudc nhom [8;11) nén nhém chira tir phan vi thi nhit
1a [8;11).

T& phén vi thir ba ciia mdu s6 liéu 12 X;;; thudc nhém [14;17) nén nhom chtra tir phan vi thir ba la
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[14;17).
1553 0,
Ta c6 Q, =14+4T-(17—14)z15,4.

Khoang tit phan vi: Raqg = 15,4 - 9,6 =5,8.
Nha may B
Coémiaun=17+23+30+23+17=110.

Goi y1; y2; ...; y110 1a mirc thu nhap cta 110 céng nhan lao dong clia nha may B va dugc sap xép
theo thi tw tang dan.

T phan vi thit nhat ctia mAu sé liéu 13 y2s thudc nhém [8; 11) nén nhém chira tk phan vi thi nhit
1a [8; 11).

Tacé Q =8+ 423 (11-8)~9,4.

T& phan vi thir ba ctia mau s6 liéu 12 Y, thudc nhém [14; 17) nén nhém chira tir phan vi thir ba 1a
[14;17) .

310 o

Tac6 Q, =14+42—3.(17 ~14)~15,6.
Khoang t&r phan vi .
Vi Rgy > R,y nén mikc thu nhép cla nguoilao dong & nha may B bién déng nhiéu hon.

Bai 3: Bang sau day cho biét chiéu cao ctia cac hoc sinh 1&p 12A va 12B.

Chiéu cao (cm) | [145; 150) | [150; 1585) | [1585, 160) [180; 165) | [185; 170) | [170; 175)
S0 hoa sinh

ola IGp 12A 1 0 15 12 10 5

Sé hoc sinh ' .

clia 16p 128 0 0 17 10 o 5

a) Tim khoang bién thién, khodng tr phan vi cho cdc mau s6 liéu ghép nhém veé chiéu cao cta hoc
sinh 16p 124, 12B.

b) D€ so sdnh d6 phan tan vé chiéu cao cta hoc sinh hai 1&p nay ta nén dung khoang bién thién hay
khoang t&r phan vi? Vi sao?

Lovi giai
Léop 12A

Khodng bién thién: R1 = 175 - 145 = 30.
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Cémaun=1+0+15+12+ 10+ 5=43.
Goi X1; X2; ...; 43 12 chiéu cao clia 43 hoc sinh 16p 12A dwoc sdp xép theo thir tw ting dan.

T phan vi thir nhat ciia mau s6 liéu 1a x11 thudc nhém [155; 160) nén nhém chira tir phan vi thir
nhitla [155; 160).

B

Tacé Q =155+ 415 .(160-155) =158, 25.

Tt phan vi thir ba cia mau s6 liéu 1a x33 thudc nhém [165;170) nén nhém chira tr phan vi thir ba
la [165;170).

433 Lo
Tacé Q, =165+4T-(170—165) =167,125.

Khoang tr phanvila D,, =167,125-158,25=8,875.

Lép 12B

Khodng bién thién: R, =175-155=20.

Comiu n=17+10+9+6=42.

GOi Y;; Y, - Y4, 12 chidu cao clia 42 hoc sinh 16p 12B va dwogc sip x€p theo thi ty ting dan.

T& phan vi th¥ nhat ctia mau sd liéu 13 y;; thudéc nhém [155;160 ) nén nhém chira tir phan vi thi
nhita [155;160).

% o

Tacé Q =155+ 417 (160 -155) ~158,1.

T& phan vi thit ba cia mau s6 liéu 13 y,, thudc nhém [165;170 ) nén nhoém chira t& phan vi thi ba
la [165;170).

@y,

Tac6 Q, :165+4T.(170—165)=167,5.

Khoang tir phan vila: R,, =167,5-158,1=9,4.

b) D& so sanh d6 phan tan vé chiéu cao ctia hoc sinh hai 1&p nay, ta nén dung khodng t& phan vi vi
khodang tt phan vi chi phu thudc vao ntra gitta ctia mau s liéu, khong bi danh huwéng béi cac gia tri
bat thwong.
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Bai 2 - PHU'O'NG SAI VA PO LECH CHUAN

I. PHUONG SAI VA PO LECH CHUAN

Phuwong sai ciia mau sé liéu ghép nhém, ki hiéu 1a s?, 1a mot s6 dwoc tinh theo cong thitc sau:

o rnl(x1—>_<)2+...+mk(xk —>_<)2
n

. 4, + 4 N A . N
trong d6, N=m, +...+m; X :'T”l voi i=1,2,...,k 12 gié tri dai dién cho nhom [a;;3;,,) va

- + s + m X N ~ N 2 X Ny A P 7
x = % k=X ]a s6 trung binh cia mau s6 liéu ghép nhom.

n
Do 1éch chuidn cia mau s6 liéu ghép nhém, ki hiéu 13 s, 1a cin bac hai s8 hoc clia phwong sai clia
mau s6 liéu ghép nhém, tirc1a s =+/s.
Y nghia. Phwong sai, d6 1éch chudn cia mau s6 liéu ghép nhém 1 cac x4p xi cho phwong sai, d6
1éch chuin ciia mau s6 liéu goc. Ching dwoc dung dé do mirc d phan tan ctia mau sé liéu ghép

nhém xung quanh s8 trung binh ctia mau sé liéu d6. Phwong sai, do 1éch chudn cang 16m thi mau
s6 liéu cang phan tan.

Chu y: Ngwoi ta con st dung cac dai lwong sau dé do mirc do phan tan clia mau s6 liéu ghép nhom:

o ml(xl—;()2 +r;._.J1rmk (xk —>_()2 .~

GIAI HOAT PONG SGK

M¢& dau trang 80 Toan 12 Tap 1: D€ xac dinh d6 6n dinh cia mdot may do d6 4m khong khi,
nguoi ta dung may nay dé do 20 IAn. Néu dd 1éch chuin cia mau sé liéu do 1é6m hon 0,15 thi
ngudi ta sé dwa may do di stra chira. Trong mdt 1an 14y mau, ki thuat vién cé dwgc mau sé liéu
ghép nhém nhu sau:
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DOam (W) | [52:521) | [521;622) | [52.2,523) | [523;524) | [52,4;525) |
Tén sé 1 5 8 | 4 | 2 |

Liéu c6 can dwa may do nay di stra chira hay khéng?
Loi giai
Sau khi hoc xong bai nay, ta gidi quyét bai todn nay nhuw sau:

Chon gia tri dai dién cho mAu s6 liéu ta c6:z

Do am (%) |[[52;52,1) [52,1;52,2) [[52,2,52,3) |[52,3,524) |[524,525)

Gia  tri dai

. 52,05 52,15 52,25 52,35 52,45
dién

Tan so 1 5 3 4 2

52,05.1+52,15.5+52,25.8+52,35.4 +52,45.2
20

D6 4m trung binh la: =52,255.

Phwong sai:

&= 52,05°.1+52,15°5+52,25%.8 +52,35%.4 +52,45%.2

—52,2552 =0,010475.
20

b6 1éch chudn la: s=4/0,010475 ~0,102.
Vis =0,102 < 0,15 do d6 khong cin dwa may do nay di stra chira.

Vi du 1: Nguoi ta theo déi sw thay d6i cAn ndng, dwoc tinh bang hiéu cAn ndng trudc va sau ba
thang 4p dung ché d6 an kiéng ctia mot s6 ngudi cho két qua nhw sau:

Thay ddi can nang (kg) -1, 0) [C:; 1) [1; 2) [2; 3) [3; 4)
S6 ngudi nam 2 3 5 3 2
S6 ngudi i 2 7 12 7 2

Tinh s6 trung binh, phwong sai, d6 1éch chuin va nhin xét vé sy thay doi cAn ndng clia ngwdi nam,
nguoi nir sau ba thang ap dung ché do an kiéng.

Loi giai

Chon gia tri dai dién cho cac nhém sé liéu, ta cé:

Gia tri dai dién -0,5 0,5 1,5 2.5 35
Sé ngudi nam 2 3 5 3 2
Sé ngudi niy 2 7 12 7 2

Tong s6 ngwdi nam la: n, =2+3+5+3+2=15.

Tong s6 nguoinirla: n, =2+7+12+7+2=30.
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Thay ddi cidn ndng trung binh ctia ngwdi nam la:
X =%[2-(—0,5)+3-o,5+5-1,5+3-2,5+2-3,5] =1,5( kg)

Thay d6i cdn nang trung binh cia ngwoi nir la:

§<2=% 2-(-0,5)+7-0,5+12-1,5+7-2,5+2-35|=15( k)

Phwong sai va do 1éch chuidn ctia mau s6 liéu vé thay ddi cAn nidng clia ngwdi nam la:

s; =%[2-(—0,5)2 +3-0,5° +5-1,5 +3-2,52+2-3,52]—1,52 ~1,21%s ~1,21

Phwong sai va do 1éch chuidn ctia mau s8 liéu vé thay ddi cAn niang clia ngudi nir 1a:

Szzi 2-(-0,5)*+7-0,5° +12-1,5° +7-2,5* +2-3,5% |-1,5° ~ 2,06°;s, ~ 2,06.
2 2
30

Nhuw vy, sau ba thdng 4p dung ché d6 an kiéng nay, vé trung binh sw thay do6i cin nang ctia nam
va nit 1a nhw nhau. Tuy nhién, sy bién dong vé thay d6i cAn ndng cia nir nhiéu hon so véi cla
nam.

Luyén tap 1 trang 82 Toan 12 Tap 1: Mot van dong vién luyén tap chay cw li 100 m da ghi lai
két qua luyén tip nhw sau:

Th&i gian (giay) [10,2; 10,4} [10,4; 10,6} [10,8; 10,8} [10,8; 11}
S6 van dong vién 3 7 8 2
Tim phwong sai va d6 1éch chuin cia mau s liéu ghép nhém nay. Phuong sai va do 1éch chuin
cho biét diéu gi?

Lovi gii

Chon gi4 tri dai dién cho mau sé liéu ta coé:

Thai gian (giay) |[10,2; 10,4) [[10,4; 10,6) [10,6; 10,8) [10,8; 11)

Gia tri dai dién [10,3 10,5 10,7 10,9
S0 van dong|, 7 8 2
vien

Téng s6 vin dong viénla: 3+ 7 +8+2=20.

Thovi gian chay trung binh 13: 10’3'3+10’5'72+010’ 78+1092 1) 59,

Phwong sai ciia mau s4 liéu 1a

&2 10,3°.3+10,5°.7+10,7%.8+10,9°.2

-10,59% =0,0299.
20
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Do 1éch chuin ctia mau sé liéu la: s =4/0,0299 ~0,17.

Dwa vao phwong sai va do 1éch chuin ta c6 két ludn rang mau sé liéu két qua luyén tap cé tinh
déng déu, dir liéu c6 xu hwdng gan gia tri trung binh va it bi phén tan.

Van dung trang 82 Toan 12 Tap 1: Hiy tinh do 1éch chuin cia mAiu s6 liéu ghép nhém cho bai
toan trong tinh huéng mé dau va cho biét c6 can dwa may di stra chira hay khong?

Loi giai
Chon gi4 tri dai dién cho mau s6 liéu ta cé:
DO am (%) |[52,521) |[521:52,2) |[52,2;523) |[52.3;52,4) |[524;525)
dGiisﬂ tri dailo; 05 52,15 52,25 52,35 52,45
Tan s6 1 5 8 4 2

52,05.1+52,15.5+52,25.8+52,35.4 +52,45.2

Do 4m trung binh la:

20

=52,255.

Phwong sai:

&= 52,05°.1+52,15°.5+52,25%8+52,35%4 +52,45°.2

—52,2552 =0,010475.
20

b6 1éch chudn la: s=4/0,010475 ~0,102.
Vi s=0,102 <0,15 do d6 khong cin dwa may do nay di stra chira.

I1. SO DUNG PHU'ONG SAI DO LECH CHUAN PO B0 RUI RO

D€ so sanh d6 phan tan cta hai mau sé liéu khi don vi do trén hai mau sé liéu khac nhau hoic gia
tri trung binh ctia hai mau s6 liéu nay khac nhau rat nhiéu nguoi ta dung hé sé bién thién CV
(Coefficient of Variation). Hé s6 bién thién dwoc tinh theo cong thirc:

CV =

< || »

trong d6 s 1a d6 1éch chun va x 13 s6 trung binh ctia mau sé lidu.
GIAI HOAT PONG SGK

Vi du 2: Anh An d4u tw s6 tién bang nhau vao hai linh vuc kinh doanh A, B. Anh An théng ké s&
tién thu duwoc moi thang trong vong 60 thang theo moi linh virc cho két qua nhu sau:

86 tien (frieu dong) [5;10) | [10; 15) | [15;20) | [20; 25) | [25; 30)

Sé thang dau tw vao linh vuc A 5 10 30 10 5

Sé thang dau tw vao linh vuc B 20 5 10 5 20
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So sénh gi4 tri trung binh va dd 1éch chuin cda sé tién thu dwoc moi thang khi dau tw vao moi
linh vie A, B. Dau tw vao linh vic nao "ridi ro” hon?

Loi giai

Chon gia tri dai dién cho cadc nhém s6 liéu ta co:

Gia tri dai dién 7.5 12,5 17.5 22,5 27,5
S6 thang dau tv vao linh virc A 5 10 30 10 5
Sé thang dau tw vao linh vuc B 20 5 10 5 20

So tién trung binh thu dwgc khi dau tw vao cac linh vue A, B twong tng la:

Xa :6—10(5-7,5+...+5-27,5)=17,5 (trieu dong);

Xe =%(20-7,5+...+20-27,5) =17,5 (trieu dong).

Nhu viy, vé trung binh dau tw vao cac linh vuc A, B s6 tién thu dwoc hang thang nhw nhau.

Do 1éch chuin cta s6 tién thu dwgc hang thang khi dau tw vao cac linh vuc A, B twong (ng la:

5, = 6—10(5-7,52+...+5-27,52)—(1715)2 =95

1
. =\/%(20.7,52+...+2o-27,52)—(17,5)2 ~8,42.

Nhuw vay, d6 léch chuin cia mAu sé liéu vé sé tién thu dwoc hang thang khi dau tw vao linh vuc B
cao hon khi dau tw vao linh viee A. Ngudi ta noi rang, dau tw vao linh vuc B 13 "rai ro” hon.

Vi du sau cho thay khong phai ltc nao ta ciing c6 thé dung do 1éch chuin cta loi nhuin thu dwoc
dé so sanh do rui ro cia cic phwong an dau tw.

Vi du 3: Thong ké loi nhuin hang thang (don vi: triéu déng) trong 20 thang cua hai nha dau tw
dwoc cho nhu sau:

Loi nhuan [10; 20) [20; 30) [30; 40) [40; 50) [20; 60)

S6 thang 2 4 8 4 2
Bdang 3.2. Loi nhudn theo thdng cha nha diu tu nhd

Loi nhuan [510; 520) | [520;530) | [530;540) | [540;550) | [550;560)

Sé thang 4 3 6 3 4

Tinh d6 1éch chu4n ctia hai mau s6 liéu ghép nhém trén. C6 nén dwa vao dd léch chuin dé so sanh

Bang 3.3. Loi nhudn theo thang coa nha dau tw lon

d6 rdi ro cia hai nha dau tw nay khong?
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Loi giai
Chon diém dai dién cho cdc nhom sd liéu ta tinh dwoc cac s6 dic treng nhu sau:
Loi nhudn trung binh mét thang ctia cic nha dau tw twong tng la:

Xa :2—2(2~15+...+2-55)=35 (triéu ddng); Xs =%(4-515+...+4-555)=535 (triéu dong).

Do 1éch chudn cta lgi nhudn hang thang cia hai nha dau tw twong ng la:

S, =\/%(2.152+...+2.552)—(35)2 ~10,95

S :\/2%(4'5152 +...+4-555 ) (535)* ~13,78

D6 1éch chuan cho lgi nhuin hang thang ctia nha dau tw 1on cao hon ctia nha dau tw nhé. Loi
nhudn trung binh cta hai nha dau tw khac nhau rat nhiéu, do dé ta khéng nén dung do 1éch chuin
dé so sanh mrc do rui ro cda hai nha dau tw nay.

I1I. GIAI BAI TAP SGK
Bai 1: Kiém tra khdi lwong ctia 30 bao xi mang (don vi: kg) dwoc chon ngau nhién trwdc khi xuat
xuwdng cho két qua nhw sau:

495 511 508 50,2 487 496 513 514 501 50,5

459 493 50,7 48,8 498 48,8 51,2 a0.4 20,0 51,2

514 487 5.2 50,6 50,9 49 2 50,7 511 48,6 496,
a) Thay d4u “?” bang s6 thich hop d€ hoan thién mAu s6 liéu ghép nhém sau.

Nhém sé lidu (48,5, 49) | [49; 49.5) | [49,5; 50) | [80; 50.5) | [B0.5; 51) | [51: 51.5)
Sé bao xi mang ? ? ? ? ? ?

b) Tinh phwong sai va do 1éch chudn ctia mau s6 liéu géc va mau sé liéu ghép nhém. Gia tri ndo 1a
gia tri chinh xac? Gia tri nao la gia tri xap xi?

Loi giai

a) Chon gia tri dai dién cho mau s4 liéu ta c6:

Nha 4]
“éum > [48,5; 49) |[49; 49,5) |[49,5; 50) |[50;50,5) [[50,5; 51) [[51;51,5)
S0 bao xi
[ Z 4 4 B 3
mang

b) Mau s6 liéu gdc

Gia tri trung binh la:
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49,5+48,9+51,4+51,1+49,3+48,7+50,8+50,7+51,2+50,2 +48,8+50,6 +
X =|48,7+49,8+50,9+49,6+48,8+49,2+51,3+51,2+50,7 +51,4+50,4+51,1+ 3—10
50,1+50,0+48,6+50,5+51,2+49,6

Y 15043
300
Phuwong sai
Ta c6 bang sau
Binh Binh
Giatri | Poléch | phwongddléch | Giatri | Poléch | phwong do
léch
495 193 37249 496 163 26569
’ 300 90000 ’ 300 90000
48.9 373 139129 488 403 162409
’ 300 90000 ’ 300 90000
51,4 377 142129 492 283 50039
300 90000 300 90000
511 287 82369 513 347 120409
300 90000 300 90000
253 64009 317 100489
49,3 - — 51,2 —
300 90000 300 90000
487 433 187459 50,7 167 27839
’ 300 90000 ’ 300 90000
£0.8 197 38809 c14 377 142129
' 300 90000 ’ 300 90000
50,7 167 27889 504 s 5929
’ 300 90000 ’ 300 90000
317 100089 287 82369
°1.2 300 90000 oLl 300 90000
op | | Lo ] [
' 300 90000 ’ 300 90000
48.8 403 162409 £0.0 43 1849
’ 300 90000 ’ 300 90000
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137 18769 463 214369
, it ki 48, -
>0,6 300 90000 8.6 300 90000
187 433 187489 cos 107 11449
’ 300 90000 ’ 300 90000
103 10609 317 100489
498 300 90000 >1,2 300 90000
09 227 51529 1o 163 26569
’ 300 90000 ’ 300 90000
78461

Téng binh phwong do 1éch la:

3000

78461 1 _ 78461

Khi d6 phwong sai: 8° = —— —=———.
3000 30 90000

78461
90000

boléch chuanla s= ~0,934.

MAu sd liéu ghép nhém

Chon gi4 tri dai dién cho mau s6 liéu ta co:

Nhém s6
“Eum ° [48,5: 49) [[49; 49,5) |[49,5: 50) |[50:50,5) |[50,5;51) [[51:51,5)
Srlsntrl Il ag,75 49,25 49,75 50,25 50,75 51,25
56 bao xi
do Xl 6 5 4 4 : R
mang

Gia tri trung binh la:

48,75.6+49,25.2+49,75.4+50,25.4+50,75.6 +51,25.8 3011
30 60

X =

Phuwong sai:

30 60 )

225
b6 léch chudn: s = ‘/% ~0,929.
225

Gia tri mAu sé liéu gbc 1a chinh xac, gia tri mau s6 liéu ghép nhom 1a x4p xi.

g2 _ 48,75%6+49,25°.2 + 49,7574+ 50, 25%4 +50,75"6 +51,25°8 —(3011J2 _ 14
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Bai 2: Tudi tho ctia mot s6 linh kién dién tr (don vi: ndm) dwoc san cudt béi hai phin xwéng dworc

cho nhuv sau:
| Tuditho (nam) s [ (2228 | 253 [ (238 @549 |
| S linh kién cda phan xuwdng 1 4 g 13 a .8 |
| S6 linh kién cda phan xwang 2 2 8 20 7 3|

Tim phwong sai va do léch chu4n cia m6i mau s6 liéu ghép nhém va nhan xét vé do phan tan cia
tudi tho cac linh kién dién tir dwoc sdn xuit béi mdi phan xuéng.

Loi giai

Chon gia tri dai dién cho mau s6 liéu ta cé:
Tudi tho

“1[1.5; 2 2: 25 2,5 3 3:35 35 4
(n3m) [ ) [ ) [ ) [ ) [ )
Gid tri dai| . 2,25 2,75 3,25 3,75
dién
S0 linh kién
cla phan|4 9 13 8 5]
xudng 1
56 linh kién
cla phan|2 a 20 7 3
xuang 2

Tudi tho trung binh cta cac linh kién cia phan xwdng 1 la:

4.1,75+9.2,25+13.2,75+8.3,25+6.3,75

=2,7875.
4+9+13+8+6

Z:

Tudi tho trung binh cta cac linh kién ctia phan xwéng 2 la:

2.1,75+8.2,25+20.2,75+7.3,25+3.3,75

X =
2 2+8+20+7+3

=2,7625.

Phuwong sai va d6 1éch chuan ctia cac linh kién cua phan xwéng 1 l1a:

, 4.1,75°+9.2,25° +13.2,75* +8.3,25° + 6.3, 75°

Suyra 7 = m —(2,7875)° ~0,355.

Phwong sai va d6 léch chuén cda cac linh kién cta phan xwéng 2 la:

2 2 2 2 2
822 _ 2.1,75°+8.2,25° +20.2,75° +7.3,25°+3.3,75 _(2,7625) ~0,219.
40

Suyra S, =+/0,219 = 0,47.

D6i véi mau s6 liéu nay thi phwong sai va do 1éch chudn nhé nén do phan tan cta sd liéu thip. Do dé
cac gia tri cia mau s6 liéu tip trung quanh gia tri trung binh.
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Bai 3: Mot nhom 20 hoc sinh dung mét thiét bi do dwong kinh ctia mot nhan té bao cho két qua

nhw sau:

_' [5: 8.5)
2

[4,5; 5) 5:550 | [55:8

Két qud do {pm)
8 | 7

56 hoe sinh | 3
a) Tinh s6 trung binh va do 1éch chuin ctia mau s6 liéu ghép nhom trén.

b) S6 trung binh va do 1éch chuin cho biét théng tin gi?

Lovi giai

Chon gi4 tri dai dién cho mau s6 liéu ta c6:
Két qua do

455 5:55 5.5 6 B; 6,5
(um) [ ) [ ) [ ) [ )
Gia ti dail, . 5,25 5,75 6,25
dién
56 hoc sinh 3 g 7 2

L4
2 xe 4,75.3+5, 25.82+05, 15746252 ¢ )0

2 2 2 z
6 4,75°.3+5,25 .82+05, 75°7 +6,25%2 _5,45% =0,185.

s=4/0,185%0,43.

b) Dir liéu cho thiy dwong kinh ctia cdc nhan té bao c6 mirc d6 bién dong nhé va gan gia tri trung
binh. Diéu nay c6 thé thy dwoc mirc d6 dong déu trong kich thwéc ctia cac nhén té bao hoic quy
trinh do lwdng dwoc thwe hién mot cach chinh xac.

Bai 4: Thoi gian chay tap luyén cw li 100m cud hai van dong vién dwoc cho trong bang sau:

| (103108 | (108109 | (109 11,2)

| Thei gian (gidy) [10; 10,3)
| S6 1&n chay cua A 2 10 5 _ 3
Sé 14n chay cla B 3 7 9 8

Dwa trén do 1éch chuln ctia cAc mau s8 liéu ghép nhém, hay cho biét van dong vién nao c6 thanh
tich luyén tap 6n dinh hon.

Lovi giai

Chon gia tri dai dién cho mau s liéu ta cé:
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Thol = glan 0. 10,3) [103;10,6) |[106;109) |[10,9;11.2)
(giay)
G.IEI tri  dai 10,15 10,45 10,75 11,05
dién
S6 lan cha
; 1y 2 10 5 3
cla A
5::‘1 lan chay 3 7 g 6
cua B

Thoi gian chay trung binh ctia A la:

~10,15.2+10,45.10+10,75.5+11,05.3

X, =10,585.
20

Thoi gian chay trung binh cia B la:

X_B _10,15.3+10,45.7+10,75.9+11,05.6 —10,666.

25

Phwong sai va do 1éch chuin ctia A la

< 10,15%2+10,45°.10+10,75°.5+11,05%3

A -10,585° ~ 0,067 .
20

Suyra s, =+/0,067 ~0,26.
Phuwong sai va d6 1éch chuan cua B la

2 = 10,15°.3+10,45%7 +10,75%9+11,05°.6

8 ~10,666> ~ 0,083.
25

Suyra S; =4/0,083 = 0,29.

Van dong vién A c6 d6 1éch chuan nho hon so vé&i van dong vién B. Diéu nay cho thiy thoi gian chay
tip luyén ctia vin déng vién A it bién dong hon so v&i vin dong vién B. Do d6 van dong vién A c6
thanh tich luyén tap 6n dinh hon so v&i vin dong vién B.

Bai 5: C6 nén dung phwong sai (hodc do 1éch chuin) dé so sanh dd phan tan cta hai mau sé liéu
ghép nhom trong mdi tredng hop sau khong? Tai sao?

a) Cac mau s6 liéu ghép nhém vé diém thi tt nghiép mon Toan clia hoc sinh hai trwdmg trung hoc
pho thong c6 chit lvong twong dwong.

b) Cac mau s liéu ghép nhém vé doanh thu ctia 100 ctra hang ban 1é va doanh thu ctia 100 siéu thi.
Loi giai

a) Trong trwdmg hop cac mau sé liéu ghép nhom vé dém thi tét nghiép mon Toan ctia hoc sinh hai
trudng trung hoc phd thong cé chit lwong twong dwong, phwong sai hodc do 1éch chuin cé thé
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dugc st dung dé so sanh d6 phan tan cta hai mau sé liéu vi chit lwgng hai tredng 1a twong dwong.
Dung phwong sai hodc d6 1éch chuln giip danh gia mc d6 bién dong ctia di€ém thi tir d6 so sdnh do
phan tan gitta hai trwong.

b) Trong tredng hop nay viéc sir dung phwong sai hodc do 1éch chuin dé so sanh do phan tan c6
thé khong phan dnh ding ban chéit cta dit liéu. Vi doanh thu thwdng c6 phin phoi khdng dong déu,
c6 nhiéu yéu t6 &nh hwdng dén doanh thu cua tirng cira hang hodc siéu thi. Do d6 viéc str dung
phwong sai hodc dd 1éch chuidn khong phai la phwong phap pht hop dé so sanh d6 phan tan cia
doanh thu ctia hai nhém nay.

ON TAP CHUONG III
Bai 1: M6t vueon thi ghi lai tudi tho (don vi: ndm) ctia 20 con hé va thu dwoc két qua nhw sau:
. Tudi tho i [14, _15] [15: 16) [18; 17) [17; 18) [ 19)
S con hb 1 3 8 & 2

Khodang bién thién ctia mau sé liéu ghép nhém nay 1a

A.3. B. 4. C.5. D. 6.
Lovi gii

Pap an dungla C
Khoéang bién thién R =19 - 14 = 5.

Bai 2: M6t vueon thi ghi lai tudi tho (don vi: ndm) ctia 20 con hé va thu dwoc két qua nhw sau:
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[ Tublthe [14; 15) [15: 18) 617 | [718) | [1819)
54 con hb 1 3 8 6 2
Nhom chira t& phén vi thi nhit la
A. [14;15). B. [15;16). C. [16;17). D. [17;18).
Loi giai
Pap an dangla C

Co mau la: 1+3+8+6+2=20.
GOi X;;X,;...; X,y 12 tudi tho cia 20 con hd dwoc sdp xép theo thi tw ting dan.

X5 + X5

T& phan vi thit nhat cia mau sé liéu gbc 1a

Ma Xg; X, déu thuéc nhom [16; 17) nén nhém cha tik phan vi thix nhitla [16; 17).

Bai 3: Mot vueon thu ghi lai tu6i tho (don vi: ndm) ctia 20 con ho va thu dwgc két qua nhu sau:

Tudi tho i [14; 15) [15; 18) [18; 17} [17; 18) [18; 19)
sé con hd 1 3 8 6 2
Nhém chira t& phan vi thir ba la
A. [15,16). B. [16;17). C. [17;18). D. [18,19).
Loi giai
Pap an dungla C
X5 + X6

T& phan vi thit ba cia mau s liéu goc 1a o

Ma X ; X, déu thuéc nhém [17; 18). Do d6 nhém chira tir phén vi thir bala [17; 18).

Bai 4: M6t vueon thi ghi lai tudi tho (don vi: ndm) ctia 20 con ho va thu dwoc két qua nhw sau:

_'ru6| the [14; 15) [15; 18) [16; 17) [17; 18) [18; 19)
54 con hb 1 3 8 & 2

S6 dac trueng nao khong st dung théng tin cia nhém s6 liéu dau tién va nhém s6 liéu cudi cung.

A. Khoéng bién thién.
C. Phuong sai.

B. Khoang tr phan vi.
D. D6 1éch chuan.

Lovi giai
Pap an dungla B

SO dac treng khong st dung thong tin ctia nhdm sé liéu dau tién va nhom so liéu cudi cung la
khoang tt phan vi.

Bai 5: M4t vueon thi ghi lai tudi tho (don vi: ndm) ctia 20 con hé va thu dwoc két qua nhw sau:
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.'I'I;Iﬁl tho . [14; 15) [15; 18) [16; 17) [17; 18) [18; 19)

54 con hé 1 3 8 6 2
Né&u thay tat ca cac tAn s6 trong mau sé liéu ghép nhém trén bang 4 thi s dic treng ndo sau day
khong thay d6i?
A. Khoéng bién thién. B. Khodng t phan vi.
C. Phuong sai. D. Do 1éch chuén.

Loi giai

Pap an dungla A

Khodang bién thién sé khong thay d6i néu thay tit ca cac tin s6 trong mau s6 liéu ghép nhém trén
bang 4.

Bai 6: D€ danh gia chat lwong mot loai pin dién thoai méi, ngudi ta ghi lai thoi gian nghe nhac
lién tuc cda dién thoai dwgc sac day pin cho dén khi hét pin cho két qua sau:

Thii gian (gid) 5.5 | 656 | [B:65 | BSE7D | [7:7.5
S4 chiéc dién thoai
(thn sé) 2 8 15 10 5

Tinh khoang kahoén_g tlr phan vi va do 1éc}; chuin cia mau s6 liéu ghép nhém trén.
Loi giai

Khoang bién thién: R=7,5-5=2,5.

Cymaulan=2+8+15+10+5 = 40.

Goi x1; X2; ...; X40 thoi gian nghe nhac lién tuc ctia dién thoai dwoc sac day pin cho dén khi hét pin
va duoc sdp xép theo thit tw tang dan.

Xio T Xy

T phan vi thir nhat ctia mau sé lidu géc 1a e

Ma x10;[5,5;6);x11;[6;6,5). Do dé6 Q, =6.

, A1 ) X xyia x 1x XggTX
T& phan vi thi ba ciia mau sd liéu goc la =231,

Ma Xy; X;,1[6,5;7) nén nhém chra t& phan vi thir ba la [6,5;7).

340

Ta c6 Q, :6,5+4T.(7—6,5):6,75.

Khodng tr phan vi D, =Q,-Q, =6,75-6=0,75.

Chon gia tri dai dién cho mau s6 liéu ta c6
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Thal glanc.55)  |s5:6)  |6:65  |657)  |[7:7.5
(gid)

G.Ié i dai 525 5,75 6,25 6,75 7,25
dién

S chiéc

dién thoail2 8 15 10 5

(tan sa)

Thoi gian trung binh la

5,25.2+5,75.8+15.6,25+10.6,75+5.7,25
40

X= =6,35.

Phuwong sai va o 1éch chuén la:

= 5,25%2+5,75°.8+15.6,25° +10.6,75% +5.7, 25

—6,352=0,2775.
40

Suyra s=4/0,2775 ~0,53.

Bai 7: Nguoi ta ghi lai tién 13i (don vi: triéu dong) ciia mét s6 nha diu tw (voi s6 tién dau tw nhw
nhau), khi diu tw vao hai linh vic A, B cho két qua nhuw sau:

a) Vé trung binh, dau tw vao linh vira nao dem lai tién 13i cao hon?

b) Tinh @6 1éch chuin cho cdc mau s6 liéu vé tién ldi cia cac nha dau tw & hai linh vic nay va gii
thich y nghia cta cac sé thu duorc.

Lovi gii

a) Chon gid tri dai dién cho mau s6 liéu ta c6:

Tién |ai [5; 10} [10;15) [15; 20) [20; 25) [25; 30)

Gia tri dai

) 7.5 12,5 17,5 22,5 275
dién

56 nha diu
tw vao linh|2 5 8 3] 4
Ve A

56 nha diu
tu vao linh|8 4 2 5 6
vuec B

Trung binh tién 13i dau tw vao linh vuc A la:

2.7,5+5.12,5+8.17,5+6.22,5+4.27,5
25

Xy =

=18,5.
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Trung binh tién 13i dau tw vao linh vuc B la:

8.7,5+4.12,5+2.17,5+5.22,5+6.27,5
25

Xg =

=16,9.

V X, > Xz nén dau tw vao linh viec A thi dem lai 14i cao hon.

b) Phwong sai va do 1éch chuln cta tién ldi cia nha dau tw vao linh vuc A

< 2.7,5° +5.12,5% +8.17,5* +6.22,5° + 4.27,5°

2 ~18,5% =34,
25

Suyra s, =/34~5,83.

Phwong sai va dd 1éch chudn cda tién 13i ciia nha dau tw vao linh vuc B

<2 = 8.7,5° +4.12,5* +2.17,5* +5.22,5% +6.27,5°

2 ~16,9° =64,64.
25

Suy ra s; =+/64,64 ~8,04.

Dwa vao do 1éch chudn, ta thdy rdng tién ldi cia cdc nha dau tw trong linh vuc B ¢6 sw bién dong
1é6m hon va ¢é xu hwdéng phén tan rong hon so véi tién 13i cua cdc nha dau tw trong linh vuc A.

Bai 8: Thanh tich mén nhdy cao cta cac vin dong vién tai mot gidi dién kinh danh cho hoc sinh
trung hoc pho théng nhuw sau:

Mire xa (em) [170; 172) | [172; 174) [174;178) | [176; 180]
S4 van Gang vién 3 | 10 & 1
a) Tinh cac s6 dic trung do mitrc dO phan tan clia mau s6 liéu ghép nhém trén.

b) D6 phan tan clia mau s liéu cho biét diéu gi?

Loi giai
a) Khoang bién thién cia mau sé liéula: R = 180 - 170 = 10.
Cymiula:n=3+10+6+1=20.

Goi x1; X2;.; X20 1a mrc xa cia 20 vAn dong vién dwoc sap xép theo thi tw ting dan.

, A1 e X xyia1s K5t X N A p
T& phan vi thir nhit cia mau sé liéu la > 5 © ma Xs; X thudc nhom [172; 174).

23

Tacé Q =172+ 410 [(174-172) =172,4.

T phén vi thit ba cia mu s6 liéu 1 % ma x15; X,; thudc nhom [174;176).
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Tacé Q, =174+4T.(176—174) ~174,7.

Do d6 khoang tir phanvila A, =174,7-172,4=2,3.

Chon gi4 tri dai dién cho mau s6 liéu ta c6

Mdc xa (cm) |[170; 172) [172;174) [174; 178) [176; 180)

Gia i dai|,, 173 175 178
dién

56 van déng| 10 6 1
vién

Mtrc xa trung binh la:

X 3.171+1O.1732-|(;6.175+1.178 173 55.

Phuwong sai va d6 1éch chuan

& = 3.171° +10.173° +6.175° +1.178

—173,55% ~ 2, 75.
20

Suyra s=4/2,75~1,66.

b) Dwa vao cac s6 liéu & cau a, ta thdy mau dir liéu c6 sw bién dong 1o, cac gid tri phin tan rong
va khong dong déu.Cé sw chénh 1éch dang ké gitra cac két qua ctia cac van dong vién.

Bai 9: Trong thuc hanh do hiéu dién thé cia mach dién, An va Binh di dung hai vén ké khiac nhau
dé do, moi ban tién hanh do 10 I4n va cho két qua nhu sau:

Hidu dién thé do duge (Von) | [3.85; 3.90) | [3,90; 3,85) | [3.95 4,00} | [4.00; 4,05)

S4 14n An do 1 8 2 1
6 |an Binh do 1 3 4 2

Tinh d6 1éch chuln ctia cdc mau sé liéu ghép nhém cho két qua do ctia An va Binh. Tir d6 két ludn
xem von ké cia ban nao cho két qua do 6n dinh hon.

Loi giai

Chon gi4 tri dai dién cho mau s6 liéu ta co:
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Higu dién thé

3.85: 3,90 3.90: 3,95 3.95: 4,00 4.00: 4,05
do duge (Von) | B55390) | [B.90:395) | [3.95:400) | [4,00:405)
Gia tri dai dién 3.875 3,925 3,975 4,025
S6 lan An do 1 6 2 1
86 1an Binh do 1 3 4 2

Hiéu dién thé trung binh cta An do la:

3,875.1+3,925.6+3,975.2+4,025.1

X = =3,94.
% 10

Hiéu dién thé trung binh cda Binh do la:

— 3,875.1+3,925.3+3,975.4+4,025.2 396

X2 10

Phwong sai va d6 1éch chudn vé mau sé liéu ghép nhém ctia An do la:

-3,94° =1,525-10,

§2 - 3,875 -1+3,925%.6+3,975".2+ 4,025°.1
- 10

Suyra s, =4/1,525-10° ~0,039.
Phwong sai va do 1éch chuin vé mau s liéu ghép nhém ctia Binh do 1a:

2 3 875%-1+3,9257 -3+ 3,975°.4 +4,025%.2

2 ~3,96° =2,025-10.
10

Suyra s, =4/2,025-10° =0,045.

Dwa vao két qua tinh dwoc cia d6 1éch chuén, ta thdy von ké ctia An cho két qua 6n dinh hon
von ké ctia Binh.
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