
 
 

                                                       
      Liên hệ tài liệu word toán SĐT (zalo): 039.373.2038 1                                         
 

   Website: tailieumontoan.com     

MỤC LỤC  
 

▶CHƯƠNG I. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT HÀM SỐ ................................................................... 3 

Bà i 1 – TÍ NH ĐƠN ĐÍỆ  U VÀ  CỰ C TRÍ  CU À HÀ M SỐ ......................................................................................... 3 
Í. TÍ NH ĐƠN ĐÍỆ  U CU À HÀ M SỐ . ........................................................................................................................ 3 

ÍÍ. CỰ C TRÍ  CU À HÀ M SỐ  ................................................................................................................................... 10 

ÍÍÍ. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK ......................................................................................................................................... 19 

Bài 2 – GTLN VÀ GTNN CỦA HÀM SỐ ............................................................................................................. 27 

Í. Đi NH NGHÍ À ................................................................................................................................................... 27 

ÍÍ. CÀ CH TÍ M GÍÀ  TRi  LƠ N NHÀ T VÀ  GÍÀ  TRi  NHỐ  NHÀ T CU À HÀ M SỐ  TRỆ N MỐ  T ĐỐÀ N ........................ 31 

ÍÍÍ. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK ......................................................................................................................................... 33 

Bài 3 – ĐƯỜNG TIỆM CẬN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ ...................................................................................... 39 

Í. ĐỰƠ NG TÍỆ  M CÀ N NGÀNG ........................................................................................................................... 39 

ÍÍ. ĐỰƠ NG TÍỆ  M CÀ  N ĐU NG ............................................................................................................................. 42 

ÍÍÍ. ĐỰƠ NG TÍỆ  M CÀ N XÍỆ N ............................................................................................................................. 45 

ÍV. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK ......................................................................................................................................... 48 

Bài 4 – KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ CỦA MỘT SỐ HÀM SỐ CƠ BẢN ......................................................... 51 

Í. SƠ ĐỐ  KHÀ Ố SÀ T HÀ M SỐ  ............................................................................................................................. 51 

ÍÍ. KHÀ Ố SÀ T VÀ  VỆ  ĐỐ  THÍ  HÀ M SỐ  ĐÀTHỰ C BÀ C BÀ ................................................................................. 53 

ÍÍÍ. KHÀ Ố SÀ T VÀ  VỆ  ĐỐ  THÍ  HÀ M SỐ  PHÀ N THỰ C HỰ U TÍ  .......................................................................... 56 

ÍV. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK ......................................................................................................................................... 64 

BÀI TẬP ÔN CHƯƠNG I ..................................................................................................................................... 75 

▶CHƯƠNG II. VECTƠ VÀ HỆ TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN ................................................................ 89 

Bài 1 – VECTƠ VÀ CÁC PHÉP TOÁN TRONG KHÔNG GIAN ..................................................................... 89 

Í. VỆCTƠ TRỐNG KHỐ NG GÍÀN ........................................................................................................................ 89 

ÍÍ. TỐ NG VÀ  HÍỆ  U CU À HÀÍ VỆCTƠ TRỐNG KHỐ NG GÍÀN ............................................................................. 95 

ÍÍÍ. TÍ CH CU À MỐ  T SỐ  VƠ Í MỐ  T VỆCTƠ TRỐNG KHỐ NG GÍÀN ................................................................... 101 

ÍV. TÍ CH VỐ  HỰƠ NG CU À HÀÍ VỆCTƠ TRỐNG KHỐ NG GÍÀN ....................................................................... 106 

V. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK ........................................................................................................................................ 112 

Bài 2 – HỆ TRỤC TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN ...................................................................................... 120 

Í. HỆ   TRU C TỐÀ  ĐỐ   TRỐNG KHỐ NG GÍÀN .................................................................................................... 120 

ÍÍ. TỐ À ĐỐ   CU À ĐÍỆ M, TỐ À ĐỐ   CU À VỆCTƠ TRỐNG KHỐ NG GÍÀN ............................................................. 122 

ÍÍÍ. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK ....................................................................................................................................... 128 

Bài 3 – BIỂU THỨC TỌA ĐỘ CỦA CÁC PHÉP TOÁN VECTƠ .................................................................. 131 

https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1


 
 

                                                       
      Liên hệ tài liệu word toán SĐT (zalo): 039.373.2038 2                                         
 

   Website: tailieumontoan.com     

Í. BÍỆ U THỰ C TỐ À ĐỐ   CU À PHỆ P CỐ  NG HÀÍ VỆCTỐ, PHỆ P TRỰ  HÀÍ VỆCTƠ, PHỆ P NHÀ N MỐ  T SỐ  VƠ l 

MỐ  T VỆCTƠ ..................................................................................................................................................... 131 

ÍÍ. BÍỆ U THỰ C TỐ À ĐỐ   CU À TÍ CH VỐ  HỰƠ NG .............................................................................................. 134 

ÍÍÍ. VÀ  N DU NG TỐ À ĐỐ   CU À VỆCTƠ TRỐNG MỐ  T SỐ  BÀ Í TỐÀ N CỐ  LÍỆ N QUÀN ĐỆ N THỰ C TÍỆ N .......... 136 

ÍV. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK ....................................................................................................................................... 139 

ÔN TẬP CHƯƠNG II .......................................................................................................................................... 143 

▶CHƯƠNG III. CÁC SỐ ĐẶC TRƯNG ĐO MỨC ĐỘ PHÂN TÁN CỦA MẪU SỐ LIỆU GHÉP NHÓM152 

Bài 1 – KHOẢNG BIẾN THIÊN VÀ KHOẢNG TỨ PHÂN VỊ ...................................................................... 152 

Í. KHỐÀ NG BÍỆ N THÍỆ N .................................................................................................................................. 152 

ÍÍ. KHỐÀ NG TỰ  PHÀ N VÍ  ................................................................................................................................. 154 

ÍÍÍ. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK ....................................................................................................................................... 157 

Bài 2 – PHƯƠNG SAI VÀ ĐỘ LỆCH CHUẨN ................................................................................................ 162 

Í. PHỰƠNG SÀÍ VÀ  ĐỐ   LỆ  CH CHUÀ N ............................................................................................................. 162 

ÍÍ. SỰ  DU NG PHỰƠNG SÀÍ, ĐỐ   LỆ  CH CHUÀ N ĐỐ ĐỐ   RU Í RỐ ...................................................................... 165 

ÍÍÍ. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK ....................................................................................................................................... 167 

ÔN TẬP CHƯƠNG III ......................................................................................................................................... 173 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1


 
 

                                                       
      Liên hệ tài liệu word toán SĐT (zalo): 039.373.2038 3                                         
 

   Website: tailieumontoan.com     

 

 

▶CHƯƠNG I. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT HÀM SỐ 

 

Bài 1 – TÍNH ĐƠN ĐIỆU VÀ CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 
 

Í. TÍ NH ĐƠN ĐÍỆ  U CU À HÀ M SỐ . 

a) Khái niệm tính đơn điệu của hàm số. 

Già  sử  K  là  mộ  t khộà ng, mộ  t độà n hộà  c mộ  t nử à khộà ng và  ( )y f x=  là  hà m sộ  xà c đi nh trê n K . 

Hà m sộ  ( )y f x=  đửợ c gộ i là  độ ng biê n trê n K  nê u ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,x x K x x f x f x     . 

Hà m sộ  ( )y f x=  đửợ c gộ i là  nghi ch biê n trê n K  nê u ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , .x x K x x f x f x    

Chú ý 
Nê u hà m sộ  độ ng biê n trê n K  thì  độ  thi  cu à hà m sộ  đi lê n tử  trà i sàng phà i  

Nê u hà m sộ  nghi ch biê n trê n K  thì  độ  thi  cu à hà m sộ  đi xuộ ng tử  trà i sàng phà i        

                               

à) Hà m sộ  độ ng biê n trê n ( );a b .                         b) Hà m sộ  nghi ch biê n trê n (à; b). 

Hà m sộ  độ ng biê n hày nghi ch biê n trê n K  cộ n đửợ c gộ i chung là  đợn điê  u trê n K. Viê  c tì m cà c 
khộà ng độ ng biê n, nghi ch biê n cu à hà m sộ  cộ n đửợ c gộ i là  tì m cà c khộà ng đợn điê  u (hày xê t tì nh 
đợn điê  u) cu à hà m sộ . 

Khi xê t tì nh đợn điê  u cu à hà m sộ  mà  khộ ng chì  rộ  tà  p K  thì  tà hiê u là  xê t trê n tà  p xà c đi nh cu à hà m 
sộ  độ . 

ĐỊNH LÍ. 

Chộ hà m sộ  ( )y f x=  cộ  đà ộ hà m trê n khộà ng K . 

Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i x K  thì  hà m sộ  ( )f x  độ ng biê n trê n khộà ng K . 

Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i x K  thì  hà m sộ  ( )f x  nghi ch biê n trê n khộà ng K .   

Chú ý. 

Đi nh lì  trê n và n đu ng trộng trửợ ng hợ p ( )f x  bà ng 0 tà i mộ  t sộ  hử u hà n điê m trộng khộà ng K . 

Ngửợ i tà chử ng minh đửợ c rà ng, nê u ( ) 0f x =  vợ i mộ i x K  thì  hà m sộ  ( )f x  khộ ng độ i trê n 

khộà ng K . 

b) Sử dụng bảng biến thiên xét tính đơn điệu của hàm số: 
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Cà c bửợ c đê  xê t tì nh đợn điê  u cu à hà m sộ  ( )y f x=  : 

①. Tì m tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ . 

②. Tì nh đà ộ hà m ( )f x . Tì m cà c điê m ( )1,2,ix i =   mà  tà i độ  đà ộ hà m bà ng 0 hộà  c khộ ng tộ n tà i. 

③. Sà p xê p cà c điê m ix  thêộ thử  tử  tà ng dà n và  là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ . 

④. Nê u kê t luà  n vê  khộà ng độ ng biê n, nghi ch biê n cu à hà m sộ . 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 
 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 1 trang 6 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Quàn sà t độ  thi  cu à hà m sộ  2y x=  (H.1.2) 

 

 à) Hà m sộ  độ ng biê n trê n khộà ng nà ộ? 
b) Hà m sộ  nghi ch biê n trê n khộà ng nà ộ? 

Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  tì nh độ ng biê n, nghi ch biê n cu à hà m sộ  đê  tì m khộà ng độ ng biê n, nghi ch 

biê n: Già  sử  K là  mộ  t khộà ng, mộ  t độà n hộà  c mộ  t nử à khộà ng và  ( )y f x=  là  hà m sộ  xà c đi nh 

trê n K . 

Hà m sộ  ( )y f x=  đửợ c gộ i là  độ ng biê n trê n K  nê u ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,x x K x x f x f x      

Hà m sộ  ( )y f x=  đửợ c gộ i là  nghi ch biê n trê n K nê u ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,x x K x x f x f x    

Lời giải 

Tử  độ  thi  tà thà y: 

Xê t khộà ng ( )0; +  : ( )1 2 1 2, 0; ,x x x x  +   thì  2 2

1 2x x  hày ( ) ( )1 2f x f x . 

Suy rà, hà m sộ  2y x=  độ ng biê n trê n ( )0; + . 

Xê t khộà ng ( );0−  : ( )1 2 1 2, ;0 ,x x x x  −   thì  2 2

1 2x x  hày ( ) ( )1 2f x f x . 

Suy rà, hà m sộ  2y x=  nghi ch biê n trê n ( );0− . 

Ví dụ 1: Hì nh 1.4 là  độ  thi  cu à hà m sộ  ( )y f x x= = . Hà y tì m cà c khộà ng độ ng biê n, khộà ng 

nghi ch biê n cu à hà m sộ . 
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Lời giải 

 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  . 

Tử  độ  thi  suy rà: Hà m sộ  độ ng biê n trê n khộà ng ( )0; + , nghi ch biê n trê n khộà ng ( );0− . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 1 trang 6 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Hì nh 1.5 là  độ  thi  cu à hà m sộ  3 23 2y x x= − + . Hà y tì m cà c khộà ng độ ng biê n, khộà ng nghi ch biê n 

cu à hà m sộ . 

 

Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  tì nh độ ng biê n, nghi ch biê n cu à hà m sộ  đê  tì m khộà ng độ ng biê n, nghi ch 
biê n: 

Nê u hà m sộ  độ ng biê n trê n K thì  độ  thi  cu à hà m sộ  đi lê n tử  trà i sàng phà i. 

Nê u hà m sộ  nghi ch biê n trê n K  thì  độ  thi  cu à hà m sộ  đi xuộ ng tử  trà i sàng phà i. 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  . 

Trộng khộà ng ( );0−  và  ( )2; +  thì  độ  thi  hà m sộ  3 23 2y x x= − +  đi lê n tử  trà i sàng phà i nê n 

hà m sộ  3 23 2y x x= − +  độ ng biê n trê n khộà ng ( );0−  và  ( )2; + . 

Trộng khộà ng ( )0;2  thì  độ  thi  hà m sộ  3 23 2y x x= − +  đi xuộ ng tử  trà i sàng phà i nê n hà m sộ  
3 23 2y x x= − +  nghi ch biê n trê n khộà ng ( )0;2 . 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 2 trang 6 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
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à) Xê t dà u đà ộ hà m cu à hà m sộ  trê n cà c khộà ng ( ) ( ); 1 , 1; − − + . Nê u nhà  n xê t vê  mộ i quàn hê   

giử à tì nh độ ng biê n, nghi ch biê n và  dà u cu à đà ộ hà m trê n mộ i khộà ng nà y. 

b) Cộ  nhà  n xê t gì  vê  đà ộ hà m y' cu à hà m sộ  y trê n khộà ng ( )1;1−  ? 

Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  tì nh độ ng biê n, nghi ch biê n cu à hà m sộ  đê  tì m nhà  n xê t: 

Nê u hà m sộ  độ ng biê n trê n K  thì  độ  thi  cu à hà m sộ  đi lê n tử  trà i sàng phà i. 

Nê u hà m sộ  nghi ch biê n trê n K thì  độ  thi  cu à hà m sộ  đi xuộ ng tử  trà i sàng phà i. 

Lời giải 

à) + Xê t khộà ng ( ); 1− −  tà cộ : '( ) 1 0y x= − = −   

Trộng khộà ng ( ); 1− −  tà thà y hà m sộ  y nghi ch biê n và  đà ộ hà m 0y  . 

Xê t khộà ng ( )1; +  tà cộ : 1 0y x= =   

Trộng khộà ng ( )1; +  tà thà y hà m sộ  y độ ng biê n và  đà ộ hà m 0y  . 

b) Trộng khộà ng ( )1;1−  tà cộ : '(1) 0y = =  

Trộng khộà ng ( )1;1−  tà thà y hà m sộ  y khộ ng độ i và  đà ộ hà m 0y = . 

Ví dụ 2: Tì m cà c khộà ng độ ng biê n, khộà ng nghi ch biê n cu à hà m sộ  2 4 2y x x= − + . 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  . 

Tà cộ : 2 4; 0y x y= −    vợ i ( )2; ; 0x y +    vợ i ( );2x  − . 

Dộ độ , hà m sộ  độ ng biê n trê n khộà ng ( )2; + , nghi ch biê n trê n khộà ng ( ); 2− . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 2 trang 7 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Tì m cà c khộà ng độ ng biê n, khộà ng nghi ch biê n cu à hà m sộ  2 2 3y x x= − + + . 

Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  đi nh lì  vê  tì nh độ ng biê n, nghi ch biê n cu à hà m sộ  đê  tì m khộà ng độ ng biê n, 

nghi ch biê n: Chộ hà m sộ  ( )y f x=  cộ  đà ộ hà m trê n khộà ng K. 
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Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i x K  thì  hà m sộ  ( )f x  độ ng biê n trê n khộà ng K . 

Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i x K  thì  hà m sộ  ( )f x  nghi ch biê n trê n khộà ng K . 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  . 

Tà cộ : 2 2, 0y x y= − +    vợ i ( );1x  − ; 0y   vợ i ( )1;x  + . 

Dộ độ , hà m sộ  độ ng biê n trê n khộà ng ( );1−  và  nghi ch biê n trê n khộà ng ( )1; + . 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 3 trang 7 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Chộ hà m sộ  ( ) 3 23 2 1y f x x x x= = − + + . 

à) Tì nh đà ộ hà m ( )f x  và  tì m cà c điê m x  mà  ( ) 0f x = . 

b) Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ , tử c là  là  p bà ng thê  hiê  n dà u cu à đà ộ hà m và  sử  độ ng biê n, 
nghi ch biê n cu à hà m sộ  trê n cà c khộà ng tửợng ử ng. 
c) Nê u kê t luà  n vê  khộà ng độ ng biê n, nghi ch biê n cu à hà m sộ . 

Lời giải 

à) ( ) ( )
'

3 2 23 2 1 3 6 2f x x x x x x = − + + = − +  

 ( ) 2

3 3

3
0 3 6 2 0

3 3

3

x

f x x x

x

 −
=

=  − + = 
 +

=


  

Và  y 
3 3 3 3

,
3 3

x x
− +

= =  thì  ( ) 0f x =  

b) Bà ng biê n thiê n: 

 

c) Hà m sộ  ( ) 3 23 2 1y f x x x x= = − + +  độ ng biê n trê n khộà ng 
3 3

;
3


 −
−  
 

 và  
3 3

;
3


 +

+  
 

. 

Hà m sộ  ( ) 3 23 2 1y f x x x x= = − + +  nghi ch biê n trê n khộà ng 
3 3 3 3

;
3 3

 − +
  
 

. 

Ví dụ 3: Tì m cà c khộà ng đợn điê  u cu à hà m sộ  
2 2 5

1

x x
y

x

− +
=

−
. 
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Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   1 . 

Tà cộ : 
( )( ) ( )2 2

2 2

2 2 1 2 5 2 3
; 0 1

( 1) ( 1)

x x x x x x
y y x

x x

− − − − + − −
= =  =  = −

− −
  hộà  c 3x = . 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 

 

Tử  bà ng biê n thiê n, tà cộ : 

Hà m sộ  độ ng biê n trê n cà c khộà ng ( ); 1− −  và  ( )3; + . 

Hà m sộ  nghi ch biê n trê n cà c khộà ng ( )1;1−  và  ( )1;3 . 

Ví dụ 4: Xê t chiê u biê n thiê n cu à hà m sộ  
2

1

x
y

x

−
=

+
. 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   1− . 

Tà cộ : 
( ) ( )

2 2

1 2 3
0

( 1) ( 1)

x x
y

x x

+ − −
 = = 

+ +
, vợ i mộ i 1x  − . 

Viê  c tì m cà c khộà ng độ ng biê n, nghi ch biê n cu à hà m sộ  cộ n đửợ c nộ i gộ n là  xê t chiê u biê n thiê n 
cu à hà m sộ . 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 

 

Tử  bà ng biê n thiê n, tà cộ : Hà m sộ  độ ng biê n trê n cà c khộà ng ( ); 1− −  và  ( )1; − + . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 3 trang 9 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Tì m cà c khộà ng đợn điê  u cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 3 21
3 5 2

3
y x x x= + + + ;  b) 

2 5 7

2

x x
y

x

− + −
=

−
. 

Phửợng phà p già i: 
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Sử  dung kiê n thử c vê  cà c bửợ c đê  xê t tì nh đợn điê  u cu à hà m sộ  đê  tì m khộà ng đợn điê  u cu à hà m 

sộ : Cà c bửợ c đê  xê t tì nh đợn điê  u cu à hà m sộ  ( )y f x=  : 

Tì m tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ . 

Tì nh đà ộ hà m ( )f x . Tì m cà c điê m ( )1,2,ix i =   mà  tà i độ  đà ộ hà m bà ng 0 hộà  c khộ ng tộ n tà i. 

Sà p xê p cà c điê m ix  thêộ thử  tử  tà ng dà n và  là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ . 

Nê u kê t luà  n vê  khộà ng độ ng biê n, nghi ch biê n cu à hà m sộ . 

Lời giải 

à) Tà  p xà c đi nh: D = . 

Tà cộ : 2 2
1

6 5, 0 6 5 0
5

x
y x x y x x

x

= −
= + + =  + + =  

= −



  

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 

 

Hà m sộ  3 21
3 5 2

3
y x x x= + + +  độ ng biê n trê n khộà ng ( ); 5− −  và  ( )1; − + . 

Hà m sộ  3 21
3 5 2

3
y x x x= + + +  nghi ch biê n trê n khộà ng ( )5; 1− − . 

b) Tà  p xà c đi nh:  2D = . 

Tà cộ : 
( )( ) ( )2 2

2 2

2 5 2 5 7 4 3

( 2) ( 2)

x x x x x x
y

x x

− + − − −


+ − − + −
= =

− −
 

3
0

1

x
y

x

=
=  

=
  (thộ à mà n) 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 
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Hà m sộ  
2 5 7

2

x x
y

x

− + −
=

−
 độ ng biê n trê n khộà ng ( )1;2  và  ( )2;3 . 

Hà m sộ  
2 5 7

2

x x
y

x

− + −
=

−
 nghi ch biê n trê n khộà ng ( );1−  và  ( )3; + . 

Trả lời câu hỏi Vận dụng 1 trang 9 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Già i bà i tộà n trộng tì nh huộ ng mợ  đà u bà ng cà ch thử c hiê  n là n lửợ t cà c yê u cà u sàu: 
à) Thêộ y  nghì à cợ hộ c cu à đà ộ hà m, và  n tộ c v(t) là  đà ộ hà m cu à s(t). Hà y tì m và  n tộ c v(t). 
b) Xê t dà u cu à hà m v(t), tử  độ  suy rà cà u trà  lợ i. 

Bà i tộà n mợ  đà u: 
Xê t mộ  t chà t điê m chuyê n độ  ng trê n mộ  t tru c sộ  nà m ngàng, chiê u dửợng tử  trà i sàng phà i 

(H.1.1). Già  sử  vi  trì  ( )s t  (mê t) cu à chà t điê m trê n tru c sộ  đà  chộ n tà i thợ i điê m t  (già y) đửợ c 

chộ bợ i cộ ng thử c ( ) 3 29 15 , 0s t t t t t= − +  . Hộ i trộng khộà ng thợ i giàn nà ộ thì  chà t điê m chuyê n 

độ  ng sàng phà i, trộng khộà ng thợ i giàn nà ộ thì  chà t điê m chuyê n độ  ng sàng trà i? 

 

Phửợng phà p già i: 
à) Sử  du ng, kiê n thử c vê  y  nghì à cợ hộ c cu à đà ộ hà m đê  tì m hà m và  n tộ c: Thêộ y  nghì à cợ hộ c, và  n 

tộ c v(t) là  đà ộ hà m cu à hà m sộ  ( )s t . 

b) Chà t điê m chuyê n độ  ng thêộ chiê u dửợng khi ( ) 0v t  . 

Chà t điê m chuyê n độ  ng thêộ chiê u à m khi ( ) 0v t   

Lời giải 

à) Tà cộ : ( ) ( ) ( )
'

3 2 29 15 3 18 15v t s t t t t t t= = − + = − +  

b) Tà  p xà c đi nh: D = . 

Tà cộ : ( ) ( )( )2
1

0 3 18 15 0 1 5 0
5

t
v t t t t t

t


  − +   − −   


 

 ( ) ( )( )20 3 18 15 0 1 5 0 1 5v t t t t t t  − +   − −      

Chà t điê m chuyê n độ  ng thêộ chiê u dửợng (sàng bê n phà i) khi ( ) 0v t  , tử c là  ( ) ( );1 5;t   −  + . 

Chà t điê m chuyê n độ  ng thêộ chiê u à m (sàng bê n trà i) khi ( ) 0v t  , tử c là  1 5t  . 

ÍÍ. CỰ C TRÍ  CU À HÀ M SỐ  
a) Khái niệm cực trị của hàm số: 

Chộ hà m sộ  ( )y f x=  xà c đi nh và  liê n tu c trê n khộà ng ( );a b  ( a  cộ  thê  là  ,b−  cộ  thê  là  +  ) và  

điê m ( )0 ;x a b . 
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Nê u tộ n tà i sộ  0h   sàộ chộ ( ) ( )0f x f x  vợ i mộ i ( ) ( )0 0; ;x x h x h a b − +   và  0x x  thì  tà nộ i 

hà m sộ  ( )f x  đà t cử c đà i tà i 0x . 

Nê u tộ n tà i sộ  0h   sàộ chộ ( ) ( )0f x f x  vợ i mộ i ( ) ( )0 0; ;x x h x h a b − +   và  0x x  thì  tà nộ i 

hà m sộ  ( )f x  đà t cử c tiê u tà i 0x . 

Chú ý 

 

 

Nê u hà m sộ  ( )y f x=  đà t cử c đà i tà i 0x  thì  0x  đửợ c gộ i là  điê m cử c đà i cu à hà m sộ  ( )f x . Khi độ , 

( )0f x  đửợ c gộ i là  già  tri  cử c đà i cu à hà m sộ  ( )f x  và  kì  hiê  u là  
Cf   hày Cy . Điê m ( )( )0 0 0;M x f x  

đửợ c gộ i là  điê m cử c đà i cu à độ  thi  hà m sộ . 

Nê u hà m sộ  ( )y f x=  đà t cử c tiê u tà i 0x  thì  0x  đửợ c gộ i là  điê m cử c tiê u cu à hà m sộ  ( )f x . Khi 

độ , ( )0f x  đửợ c gộ i là  già  tri  cử c tiê u cu à hà m sộ  ( )f x  và  kì  hiê  u là  
CTf  hày CTy .  

Điê m ( )( )0 0 0;M x f x  đửợ c gộ i là  điê m cử c tiê u cu à độ  thi  hà m sộ . 

Cà c điê m cử c đà i và  điê m cử c tiê u đửợ c gộ i chung là  điê m cử c tri . Già  tri  cử c đà i và  già  tri  cử c tiê u 
đửợ c gộ i chung là  già  tri  cử c tri  (hày cử c tri ) cu à hà m sộ . 

b) Cách tìm cực trị của hàm số: 

ĐỊNH LÍ 

Già  sử  hà m sộ  ( )y f x=  liê n tu c trê n khộà ng ( );a b  chử à điê m 0x  và  cộ  đà ộ hà m trê n cà c khộà ng 

( )0;a x  và  ( )0 ;x b . Khi độ :  

à) Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i ( )0;x a x  và  ( ) 0f x   vợ i mộ i ( )0;x x b  thì  0x  là  mộ  t điê m cử c tiê u 

cu à hà m sộ  ( )f x . 

b) Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i ( )0;x a x  và  ( ) 0f x   vợ i mộ i ( )0;x x b  thì  0x  là  mộ  t điê m cử c đà i cu à 

hà m sộ  ( )f x . 
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Chú ý: 

 
 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 
 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 4 trang 9 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Quàn sà t độ  thi  cu à hà m sộ  3 23 4y x x= + −  (H.1.7). Xê t dà u đà ộ hà m cu à hà m sộ  đà  chộ và  hộà n 

thà nh cà c bà ng sàu và ộ vợ : 
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Phửợng phà p già i: 

Sử  du ng kiê n thử c vê  đi nh lì  vê  tì nh độ ng biê n, nghi ch biê n cu à hà m sộ  đê  tì m khộà ng độ ng biê n, 

nghi ch biê n: Chộ hà m sộ  ( )y f x=  cộ  đà ộ hà m trê n khộà ng K. 

Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i x K  thì  hà m sộ  ( )f x  độ ng biê n trê n khộà ng K . 

Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i x K  thì  hà m sộ  ( )f x  nghi ch biê n trê n khộà ng K. 

Lời giải 

 

 

Ví dụ 5: Hì nh 1.8 là  độ  thi  cu à hà m sộ  ( )y f x= . Hà y tì m cà c cử c tri  cu à hà m sộ . 

 

Lời giải 

Tử  độ  thi  hà m sộ , tà cộ : 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 1x = −  và  ( )1 2CTy y= − = . 

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i 0x =  và  ( )0 3CEy y= = . 
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Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 1x =  và  ( )1 2CTy y= = . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 4 trang 10 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Hì nh 1.9 là  độ  thi  cu à hà m sộ  ( )y f x= . Hà y tì m cà c cử c tri  cu à hà m sộ . 

 

Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  đi nh nghì à cử c đà i, cử c tiê u cu à hà m sộ  đê  tì m cử c đà i, cử c tiê u cu à hà m sộ : 

Chộ hà m sộ  ( )y f x=  xà c đi nh và  liê n tu c trê n khộà ng ( )a;b  ( a  cộ  thê  là  − , b cộ  thê  là  +  ) và  

điê m ( )0 ;x a b . 

Nê u tộ n tà i sộ  0h   sàộ chộ ( ) ( )0f x f x  vợ i mộ i ( ) ( )0 0; ;x x h x h a b − +   và  0x x  thì  tà nộ i 

hà m sộ  ( )f x  đà t cử c đà i tà i 0x . 

Nê u tộ n tà i sộ  0h   sàộ chộ ( ) ( )0f x f x  vợ i mộ i ( ) ( )0 0; ;x x h x h a b − +   và  0x x  thì  tà nộ i 

hà m sộ  ( )f x  đà t cử c tiê u tà i 0x . 

Lời giải 

Tử  độ  thi  hà m sộ , tà cộ : 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 1x =  và  ( )1 1CTy y= = . 

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i 1x = −  và  ( )D 1 5Cy y= − =  

Trả lời câu hỏi Hoạt động 5 trang 10 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Chộ hà m sộ  3 21
3 8 1

3
y x x x= − + + . 

à) Tì nh đà ộ hà m ( )f x  và  tì m cà c điê m mà  tà i độ  đà ộ hà m ( )f x  bà ng 0 . 

b) Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ . 
c) Tử  bà ng biê n thiê n suy rà cà c điê m cử c tri  cu à hà m sộ . 

Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  đi nh nghì à cử c đà i, cử c tiê u cu à hà m sộ  đê  tì m cử c đà i, cử c tiê u cu à hà m sộ : 

Chộ hà m sộ  ( )y f x=  xà c đi nh và  liê n tu c trê n khộà ng ( )a;b  (à cộ  thê  là  ,b−  cộ  thê  là  +  ) và  

điê m ( )0 ;x a b . 
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Nê u tộ n tà i sộ  0h   sàộ chộ ( ) ( )0f x f x  vợ i mộ i ( ) ( )0 0; ;x x h x h a b − +   và  0x x  thì  tà nộ i 

hà m sộ  ( )f x  đà t cử c đà i tà i 0x . 

Nê u tộ n tà i sộ  0h   sàộ chộ ( ) ( )0f x f x  vợ i mộ i ( ) ( )0 0; ;x x h x h a b − +   và  0x x  thì  tà nộ i 

hà m sộ  ( )f x  đà t cử c tiê u tà i 0x . 

Lời giải 

à) Tà  p xà c đi nh: D = . 

 2 2
4

6 8, 0 6 8 0
2

x
y x x y x x

x

=
= − + =  − + =  

=



  

Và  y 4; 2x x= =  thì  ( ) 0f x =  

b) Bà ng biê n thiê n: 

 

c) Tử  bà ng biê n thiê n tà cộ : 

Hà m sộ  3 21
3 8 1

3
y x x x= − + +  cộ  điê m cử c đà i là  

23
2;

3

 
 
 

. 

Hà m sộ  3 21
3 8 1

3
y x x x= − + +  cộ  điê m cử c tiê u là  

19
4;

3

 
 
 

. 

Ví dụ 6: Tì m cử c tri  cu à hà m sộ  3 26 9 30y x x x= − + + . 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  . 

Tà cộ : 23 12 9; 0 1y x x y x= − + =  =  hộà  c 3x = . 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 

 

Tử  bà ng biê n thiê n, tà cộ : 

https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1


 
 

                                                       
      Liên hệ tài liệu word toán SĐT (zalo): 039.373.2038 16                                         
 

   Website: tailieumontoan.com     

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i 1x =  và  ( )1 34CDy y= = . 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 3x =  và  ( )3 30CTy y= = . 

Ví dụ 7: Tì m cử c tri  cu à hà m sộ  
2 2 9

2

x x
y

x

− +
=

−
. 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   2 . 

Tà cộ : 
( )( ) ( )2 2

2 2

2 2 2 2 9 4 5
; 0 1

( 2) ( 2)

x x x x x x
y y x

x x

− − − − + − −
= =  =  = −

− −
  hộà  c 5x = . 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 

 

Tử  bà ng biê n thiê n, tà cộ : 

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i 1x = −  và  ( )1 4CDy y= − = − . 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 5x =  và  ( )5 8CTy y= = . 

Ví dụ 8: Tì m cử c tri  cu à hà m sộ  
1

1

x
y

x

+
=

−
. 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   1 . 

Tà cộ : 
( ) ( )

2 2

1 1 2
0

( 1) ( 1)

x x
y

x x

− − +


−
= = 

− −
, vợ i mộ i 1x  . 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 

 

Tử  bà ng biê n thiê n suy rà hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri . 
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Trả lời câu hỏi Luyện tập 5 trang 12 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Tì m cử c tri  cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 4 23 1y x x= − + ;   b) 
2 2 1

2

x x
y

x

− + −
=

+
. 

Phửợng phà p già i: 

Sử  du ng kiê n thử c vê  cà ch tì m cử c tri  cu à hà m sộ  ( )y f x=  đê  tì m cử c tri  cu à hà m sộ : 

Tì m tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ . 

Tì nh đà ộ hà m ( )f x . Tì m cà c điê m mà  tà i độ  đà ộ hà m ( )f x  bà ng 0 hộà  c đà ộ hà m khộ ng tộ n tà i. 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ . 

Tử  bà ng biê n thiê n suy rà cà c cử c tri  cu à hà m sộ . 

Lời giải 

à) Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  . 

Tà cộ : 3 3

0

4 6 , 0 4 6 0 ;6

2

x

y x x y x x
x

=
= − =  − = 
 = 


   

Bà ng biê n thiê n: 

 

Tử  bà ng biê n thiê n tà cộ : 
Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i 0x =  và  . 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 
6

2
x =   và  

5

4
CTy

−
= . 

b) Tà  p xà c đi nh:  2D = − . 

Tà cộ : 
( )( ) ( )2 2

2 2

2 2 2 2 1 4 5

( 2) ( 2)

x x x x x x
y

x x

− + + − −


+ − − − +
= =

+ +
 

5
0

1

x
y

x

= −
=  

=
  (thộ à mà n) 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 
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Tử  bà ng biê n thiê n tà cộ : 
Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i 1x =  và  . 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 5x = −  và  12CTy = . 

Trả lời câu hỏi Vận dụng 2 trang 12 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Mộ  t và  t đửợ c phộ ng thà ng đử ng lê n trê n tử  độ   càộ 2 m  vợ i và  n tộ c bàn đà u là  24,5 m / s . Trộng 

Và  t lì , tà biê t rà ng khi bợ  quà sử c cà n cu à khộ ng khì  thì  độ   càộ h  (mê t) cu à và  t sàu t (già y) đửợ c 

chộ bợ i cộ ng thử c: ( ) 22 24,5 4,9h t t t= + − . Hộ i tà i thợ i điê m nà ộ thì  và  t đà t độ   càộ lợ n nhà t? 

Phửợng phà p già i: 

Sử  du ng kiê n thử c vê  cà ch tì m cử c tri  cu à hà m sộ  ( )y f x=  đê  tì m thợ i điê m và  t đà t độ   càộ lợ n 

nhà t: 

Tì m tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ . 

Tì nh đà ộ hà m ( )f x . Tì m cà c điê m mà  tà i độ  đà ộ hà m ( )f x  bà ng 0 hộà  c đà ộ hà m khộ ng tộ n tà i. 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ . 

Tử  bà ng biê n thiê n suy rà cà c cử c tri  cu à hà m sộ . 

Lời giải 

Xê t hà m sộ : ( ) 22 24,5 4,9h t t t= + − . 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  . 
Tà cộ : 

 ( ) ( )
5

9,8 24,5; 0 9,8 24,5 0
2

h t t h t t t == − +  − + =  =  

Bà ng biê n thiê n: 

 

https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1


 
 

                                                       
      Liên hệ tài liệu word toán SĐT (zalo): 039.373.2038 19                                         
 

   Website: tailieumontoan.com     

Tử  bà ng biê n thiê n tà cộ : 

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i 
5

2
t = , 

Và  y thợ i điê m và  t đà t độ   càộ lợ n nhà t là  
5

2
t =  già y 

ÍÍÍ. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK 
Bài 1: Tì m cà c khộà ng độ ng biê n, khộà ng nghi ch biê n cu à cà c hà m sộ  cộ  độ  thi  nhử sàu: 

à) Độ  thi  hà m sộ  3 23

2
y x x= −  (H.1.11); 

Tì m cà c khộà ng độ ng biê n, khộà ng nghi ch biê n cu à cà c hà m sộ  cộ  độ  thi  nhử sàu: 

à) Độ  thi  hà m sộ  3 23

2
y x x= −   

 

 

b) Độ  thi  hà m sộ  ( )
2

23 4y x= −  

 

Lời giải 

à) Hà m sộ  3 23

2
y x x= −  độ ng biê n trê n ( );0−  và  ( )1; + . Hà m sộ  3 23

2
y x x= −  nghi ch biê n trê n 

( )0;1 . 

b) Hà m sộ  ( )
2

23 4y x= −  độ ng biê n trê n ( )2;0−  và  ( )2; + . Hà m sộ  ( )
2

23 4y x= −  nghi ch biê n 

trê n ( ); 2− −  và  ( )0;2 . 
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Bài 2: Xê t sử  độ ng biê n, nghi ch biê n cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 3 21
2 3 1

3
y x x x= − + + ;  b) 3 22 5 3y x x x= − + − + . 

Lời giải 

à) Tà  p xà c đi nh: D = . 

Tà cộ : 2 2
3

4 3, 0 4 3 0
1

x
y x x y x x

x

=
= − + =  − + =  

=



  

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 

 

Hà m sộ  3 21
2 3 1

3
y x x x= − + +  độ ng biê n trê n khộà ng ( );1−  và  ( )3; + . 

Hà m sộ  3 21
2 3 1

3
y x x x= − + +  nghi ch biê n trê n khộà ng ( )1;3 . 

b) Tà  p xà c đi nh: D = . 

Tà cộ : 23 4 5y x x= − + −  

Vì  
2

2 2 2 4 11 2 11
3 4 5 3 2 3 0

3 9 3 3 3
x x x x x

   
− + − = − −  + − = − − −      

   
 

Dộ độ , 0y x    . 

Và  y hà m sộ  3 22 5 3y x x x= − + − +  nghi ch biê n trê n ( ); − + . 

Bài 3: Tì m cà c khộà ng đợn điê  u cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 
2 1

2

x
y

x

−
=

+
;  b) 

2 4

3

x x
y

x

+ +
=

−
.  

Phửợng phà p già i - Xêm chi tiê t 

Lời giải 

à) Tà  p xà c đi nh:  2D = − . 

Tà cộ : 
( ) ( )

( )2 2

2 2 2 1 2 4 2 1 5
0 2

( 2) ( 2) 2

x x x x
y x

x x x

+ − − + −


+
= = =    −

+ + +
 

Dộ độ , hà m sộ  
2 1

2

x
y

x

−
=

+
 độ ng biê n trê n ( ); 2− −  và  ( )2; − + . 

b) Tà  p xà c đi nh:  3D = . 
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Tà cộ : 
( ) ( ) ( ) ( )( )

'
2 2 ' 2 2

2 2 2

4 3 4 ( 3) 2 1 3 4 6 7

( 3) ( 3) ( 3)

x x x x x x x x x x x x
y

x x x


+ + − − + + − + − − − − − −
= = =

− − −
 

2

2

76 7
0 0

1( 3)

xx x
y

xx

=− −
=  =  

= −− 
  (thộ à mà n) 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 

 

Tử  bà ng biê n thiê n tà thà y: 

Hà m sộ  
2 4

3

x x
y

x

+ +
=

−
 nghi ch biê n trê n khộà ng ( )1;3−  và  ( )3;7 . 

Hà m sộ  
2 4

3

x x
y

x

+ +
=

−
 độ ng biê n trê n khộà ng ( ); 1− −  và  ( )7; + . 

Bài 4: Xê t chiê u biê n thiê n cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 24y x= − ;  b) 
2 1

x
y

x
=

+
. 

Lời giải 

à) Tà  p xà c đi nh:  2;2D = − . 

Tà cộ : 
( )

( )

'
2

2 2

4
, 0 0

2 4 4

x x
y y x tm

x x


− −
= = =

− −
=   

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 

 

Hà m sộ  24y x= −  độ ng biê n trê n khộà ng ( )2;0− . 

Hà m sộ  24y x= −  nghi ch biê n trê n khộà ng ( )0;2 . 

b) Tà  p xà c đi nh: D = . 

Tà cộ : 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

1 2 11 2 1 1
, 0 0

11 1 1 1

x x x xx x x x
y y

xx x x x

+ −  =+ − − + − +
= = = =  =  

= −+


+ + +
 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 
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Hà m sộ  
2 1

x
y

x
=

+
 nghi ch biê n trê n khộà ng ( ) ( ); 1 , 1; − − + . 

Hà m sộ  
2 1

x
y

x
=

+
 độ ng biê n trê n khộà ng ( )1;1− . 

Bài 5: Già  sử  sộ  dà n cu à mộ  t thi  trà n sàu t nà m kê  tử  nà m 2000 đửợ c mộ  tà  bợ i hà m sộ  

( )
25 10

, 0
5

t
N t t

t

+
= 

+
, trộng độ  ( )N t  đửợ c tì nh bà ng nghì n ngửợ i. 

à) Tì nh sộ  dà n cu à thi  trà n độ  và ộ cà c nà m 2000 và  2015. 

b) Tì nh đà ộ hà m ( )N t  và  ( )limt N t→+ . Tử  độ  già i thì ch tà i sàộ dà n sộ  cu à thi  trà n độ  luộ n tà ng 

nhửng sê  khộ ng vửợ t quà mộ  t ngửợ ng nà ộ độ . 

Lời giải 

à) Dà n sộ  cu à thi  trà n độ  và ộ nà m 2000 là : ( )
25.0 10 10

0 2
0 5 5

N
+

= = =
+

 (nghì n ngửợ i) 

Dà n sộ  cu à thi  trà n độ  và ộ nà m 2015 là : ( )
25.15 10

15 19,25
15 5

N
+

= =
+

 (nghì n ngửợ i) 

b) Tà cộ : , ( )

10
25

25 10
lim lim lim 25

55
1

t t t

t tN t
t

t

  →+ →+ →+

+
+

= = =
+

+

 

Vì  ( )lim 25t N t→+ =  và  nê n dà n sộ  cu à thi  trà n độ  luộ n tà ng nhửng sê  khộ ng vửợ t quà ngửợ ng 25 

nghì n ngửợ i. 

Bài 6: Độ  thi  cu à đà ộ hà m bà  c nhà t y = f '(x) cu à hà m sộ  f(x) đửợ c chộ trộng hì nh 1.13. 

à) Hà m sộ  f(x) độ ng biê n trê n nhử ng khộà ng nà ộ? Già i thì ch. 

b) Tà i già  tri  nà ộ cu à x thì  f(x) cộ  cử c đà i và  cử c tiê u? Già i thì ch. 
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Lời giải 

Dử à và ộ độ  thi  cu à hà m y = f '(x), tà cộ  bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ  y = f(x) nhử sàu 

 

à) Dử à và ộ bà ng biê n thiê n, tà cộ : 

Hà m sộ  độ ng biê n trê n cà c khộà ng (2; 4) và  (6; +∞). 

b) Dử à và ộ bà ng biê n thiê n, tà cộ : 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i x = 2 và  x = 6. 

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i x = 4. 

Bài 7: Tì m cử c tri  cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 3 22 9 12 5y x x x= − + − ;  b) 4 24 2y x x= − + ; 

c) 
2 2 3

1

x x
y

x

− +
=

−
;    d) 24 2y x x= −  

Lời giải 

à) Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  . 

Cộ  2y 6x 18x 12;y 0 x 1= − + =  =  hộà  c x 2= . 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ  

 

Dử à và ộ bà ng biê n thiê n, tà cộ  

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i x 1=  và  CEy 0= . 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i x 2=  và  y  T 1c = − . 

b) Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  . 
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Cộ  3y 4x 8x;y 0 x 0= − =  =  hộà  c 2x = −  hộà  c 2x = . 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ  

 

Dử à và ộ bà ng biê n thiê n, tà cộ : 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 2x = −  và  CTy 2= − . 

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i x 0=  và  
CDy 2= . 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 2x =  và  CTy 2= − . 

c) Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   1 . 

Cộ  
( )( ) ( )2 2

2 2

2 2 1 2 3 2 1

( 1) ( 1)

x x x x x x
y

x x


− − − − + − −
= =

− −
; 

Cộ  2y 0 x 2x 1 0 1 2x=  − − =  = −  hộà  c 1 2x = + . 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ  

 

Dử à và ộ bà ng biê n thiê n, tà cộ : 

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i 1 2x = −  và  Ð 2 2Cy = − . 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 1 2x = +  và  2 2CTy = . 

d) Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   D 0;2= . 

Cộ  
( ) ( )

'
2

2 2

4 2 2 1

2 4 2 4 2

x x x
y

x x x x

− −
= =

− −
. 

Cộ  y 0 x 1 =  = . 
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Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ  

 

Dử à và ộ bà ng biê n thiê n tà cộ : 

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i x 1=  và  Ð 2Cy = . 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tiê u. 

Bài 8: Chộ hà m sộ  ( )y f x x= = . 

à) Tì nh cà c giợ i hà n 
( ) ( )

0

0
lim

0x

f x f

x
+→

−

−
 và  

( ) ( )
0

0
lim

0x

f x f

x
−→

−

−
. Tử  độ  suy rà hà m sộ  khộ ng cộ  

đà ộ hà m tà i 0x = . 
b) Sử  du ng đi nh nghì à, chử ng minh hà m sộ  cộ  cử c tiê u tà i 0x = . (Xêm Hì nh 1.4) 

Lời giải 

à) 
( ) ( )

0 0 0

0 0
lim lim lim 1

0 0x x x

f x f x x

x x x
+ + +→ → →

− −
= = =

− −
 

 
( ) ( )

0 0 0

0 0
lim lim lim 1

0 0x x x

f x f x x

x x x− − −→ → →

− − −
= = = −

− −
 

Vì  
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0
lim lim

0 0x x

f x f f x f

x x
+ −→ →

− −


− −
 nê n hà m sộ  khộ ng cộ  đà ộ hà m tà i 0x = . 

b) Độ  thi  hà m sộ  ( )y f x x= =  : 

 

Tà cộ : ( )
( )
( )

 khi  ;0

 khi  0;

x x
y f x x

x x





−  −
= = = 

 +
 

Hà m sộ  ( )y f x x= =  liê n tu c và  xà c đi nh trê n ( ); − +  

Vợ i sộ  0h   tà cộ : Vợ i ( ) ( ); ;x h h   −  − +  và  0x   thì  ( ) ( )0 0y f x x f= =  =  

Dộ độ , hà m sộ  ( )y f x x= =  cộ  cử c tiê u là  0x = . 
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Bài 9: Già  sử  dộành sộ  (tì nh bà ng sộ  sà n phà m) cu à mộ  t sà n phà m mợ i (trộng vộ ng mộ  t sộ  nà m 

nhà t đi nh) tuà n thêộ quy luà  t lộgistic đửợ c mộ  hì nh hộ à bà ng hà m sộ  ( )
5000

, 0
1 5 t

f t t
e−

= 
+

, trộng 

độ  thợ i giàn t  đửợ c tì nh bà ng nà m, kê  tử  khi phà t hà nh sà n phà m mợ i. Khi độ , đà ộ hà m ( )f t  sê  

biê u thi  tộ c độ   bà n hà ng. Hộ i sàu khi phà t hà nh bàộ nhiê u nà m thì  tộ c độ   bà n hà ng là  lợ n nhà t? 

Lời giải 

Tà cộ : ( )
( )

( ) ( )

'

2 2

5000 1 5 25000

1 5 1 5

t t

t t

e e
f t

e e

− −

− −

− +
= =

+ +
 

Tộ c độ   bà n hà ng là  lợ n nhà t khi ( )f t  lợ n nhà t. 

 Đà  t ( )
( )

2

25000
  .

1 5

t

t

e
h t

e

−

−
=

+
 

 ( )
( ) ( ) ( )

( )

2

4

25000 1 5 2. 5 1 5 25000

1 5

t t t t t

t

e e e e e
h t

e

− − − − −

−


− + − −  + 

=
+

 

 
( )( )

( )

( )

( )
4 3

25000 1 5 1 5 10 25000 1 5

1 5 1 5

t t t t t t

t t

e e e e e e

e e

− − − − − −

− −

− + + − − −
= =

+ +
 

 ( )
( )

( )
( )3

25000 1 5 1
0 0 1 5 0 ln5 tm

51 5

t t

t t

t

e e
h t e e t

e

− −

− −

−


− −

=  =  − =  =  =
+

 

Tà cộ  bà ng biê n thiê n vợ i  )0;t  +  : 

 

Và  y sàu khi phà t hà nh khộà ng ln5 1,6  nà m thì  thì  tộ c độ   bà n hà ng là  lợ n nhà t. 
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Bài 2 – GTLN VÀ GTNN CỦA HÀM SỐ 
 

Í. Đi NH NGHÍ À 

Chộ hà m sộ  ( )y f x=  xà c đi nh trê n tà  p D . 

Sộ  M  đửợ c gộ i là  già  tri  lợ n nhà t cu à hà m sộ  ( )y f x=  trê n tà  p D  nê u ( )f x M  vợ i mộ i x D  

và  tộ n tà i 0x D  sàộ chộ ( )0f x M= . 

Kì  hiê  u ( )max x DM f x=  hộà  c ( )maxDM f x= . 

Sộ  m  đửợ c gộ i là  già  tri  nhộ  nhà t cu à hà m sộ  ( )y f x=  trê n tà  p D  nê u ( )f x m  vợ i mộ i x D  

và  tộ n tà i 0x D  sàộ chộ ( )0f x m= . 

Kì  hiê  u ( )min x Dm f x=  hộà  c ( )minDm f x= . 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 1 trang 15 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Chộ hà m sộ  ( ) 2 2y f x x x= = −  vợ i  0;3x , cộ  độ  thi  nhử Hì nh 1.15. 
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à) Già  tri  lợ n nhà t M  cu à hà m sộ  trê n độà n  0;3  là  bàộ nhiê u? Tì m 0x  sàộ chộ ( )0f x M= . 

b) Già  tri  nhộ  nhà t m  cu à hà m sộ  trê n độà n  0;3  là  bàộ nhiê u? Tì m 0x  sàộ chộ ( )0f x m= . 

Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  độ c hiê u độ  thi  hà m sộ . 

Lời giải 

à) Già  tri  lợ n nhà t cu à độ  thi  hà m sộ  trê n độà n  0;3  là  3M = . 

Vợ i 0 3x =  thì  ( )3 3f = . 

b) Già  tri  nhộ  nhà t cu à độ  thi  hà m sộ  trê n độà n  0;3  là  1m = − . 

vợ i 
0 1x =  thì  ( )1 1f = − . 

Ví dụ 1: Tì m già  tri  lợ n nhà t và  già  tri  nhộ  nhà t cu à hà m sộ  ( ) 21y f x x= = − . 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   1;1− . 

Cà ch 1. Sử  du ng đi nh nghì à. 

Tà cộ : 

( ) 21 0f x x= −  ; dà u bà ng xà y rà khi 21 0x− = , tử c là  khi 1x = −  hộà  c 1x = . 

 
 

( ) ( ) ( )
1;1

 Do đó min 1 1 0. f x f f
−

= − = =  

( ) 21 1f x x= −  ; dà u bà ng xà y rà khi 21 1x− = , tử c là  khi 0x = . Dộ độ    ( ) ( )1;1
max 0 1f x f

−
= = . 

Cà ch 2. Sử  du ng bà ng biê n thiê n. 

Vợ i ( )1;1x − , tà cộ : 
( )

'
2

2 2

1
; 0 0

2 1 1

x x
y y x

x x

−
= = −  =  =

− −
 . 
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Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ  trê n độà n [-1; 1]: 

 

Tử  bà ng biê n thiê n, tà đửợ c: 
  ( ) ( ) ( )   ( ) ( )1;1 1;1

min 1 1 0;max 0 1f x f f f x f
− −

= − = = = = . 

Ví dụ 2: Tì m già  tri  lợ n nhà t và  già  tri  nhộ  nhà t (nê u cộ ) cu à hà m sộ  
1

2y x
x

= − +  trê n khộà ng 

( )0; + . 

Lời giải 

Tà cộ : 
2

1
1 ; 0 1y y x

x
 = − =  =  (vì  0x   ). 

Tì nh cà c giợ i hà n: 

 
0 0

1 1
lim lim 2 ;   lim lim 2

x xx x
y x y x

x x 
 

+ + →+ →+→ →

   
= − + = + = − + = +   

   
 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ  trê n khộà ng ( )0; +  : 

 

Tử  bà ng biê n thiê n, tà đửợ c: ( ) ( )0;
min 1 0y y

+
= = ;  

hà m sộ  khộ ng cộ  già  tri  lợ n nhà t trê n khộà ng ( )0; + . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 1 trang 17 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Tì m già  tri  lợ n nhà t và  già  tri  nhộ  nhà t (nê u cộ ) cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 22y x x= −  

b) 
1

1
y x

x
= − +

−
 trê n khộà ng ( )1; + . 

Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  khà i niê  m già  tri  lợ n nhà t, già  tri  nhộ  nhà t cu à hà m sộ  đê  tì nh: Chộ hà m sộ  

( )y f x=  xà c đi nh trê n tà  p D. 
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Sộ  M đửợ c gộ i là  già  tri  lợ n nhà t cu à hà m sộ  ( )y f x=  trê n tà  p D  nê u ( )f x M  vợ i mộ i x D  

và  tộ n tà i 0x D  sàộ chộ ( )0f x M= . 

Kì  hiê  u ( )max x DM f x=  hộà  c ( )maxDM f x=  

Sộ  m  đửợ c gộ i là  già  tri  nhộ  nhà t cu à hà m sộ  ( )y f x=  trê n tà  p D  nê u ( )f x m  vợ i mộ i x D  

và  tộ n tà i 0x D  sàộ chộ ( )0f x m= . 

Kì  hiê  u ( )min x Dm f x=  hộà  c ( )minDm f x=  

Lời giải 

à) Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   0;2 . 

Vợ i  0;2x  tà cộ : 
( )

( )

'
2

2 2 2

2 1 1
, 0 0 1

2 2 2 2

x x x x
y y x tm

x x x x x x

− − + − +
= = =  

−
 = =

− −
 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ  trê n độà n  0;2  : 

 

Tử  bà ng biê n thiê n tà thà y:   ( ) ( ) ( )   ( ) ( )1;1 1;1
min 0 2 0,max 1 1f x f f f x f

− −
= = = = = . 

b) Vợ i ( )1;x  +  tà cộ : 

Tà cộ : ( )2

1
1 0 1;

( 1)
y x

x


−
= − +    +

−
 

1 1

1 1
lim lim ;lim lim

1 1
x xx x

y x y x
x x

  + + →+ →+→ →

   
= − + = + = − + = −   

− −   
Là  p bà ng biê n thiê n cu à 

hà m sộ  trê n ( )1; +  : 

 

Và  y hà m sộ  khộ ng cộ  già  tri  lợ n nhà t, già  tri  nhộ  nhà t trê n ( )1; + . 
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ÍÍ. CÀ CH TÍ M GÍÀ  TRi  LƠ N NHÀ T VÀ  GÍÀ  TRi  NHỐ  NHÀ T CU À HÀ M SỐ  TRỆ N MỐ  T ĐỐÀ N 

Già  sử  ( )y f x=  là  hà m sộ  liê n tu c trê n  ;a b  và  cộ  đà ộ hà m trê n ( );a b , cộ  thê  trử  rà tà i mộ  t sộ  

hử u hà n điê m mà  tà i độ  hà m sộ  khộ ng cộ  đà ộ hà m. Già  sử  chì  cộ  hử u hà n điê m trộng độà n  ;a b  

mà  đà ộ hà m ( )f x  bà ng 0. 

Cà c bửợ c tì m già  tri  lợ n nhà t và  già  tri  nhộ  nhà t cu à hà m sộ  ( )f x  trê n độà n  ;a b  : 

①. Tì m cà c điê m ( )1 2, , , ;nx x x a b  , tà i độ  ( )f x  bà ng 0 hộà  c khộ ng tộ n tà i. 

②. Tì nh ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,nf x f x f x f a  và  ( )f b . 

③. Tì m sộ  lợ n nhà t M  và  sộ  nhộ  nhà t m  trộng cà c sộ  trê n.  

Tà cộ :
 

( )
 

( )
;;

  max ; min .
a ba b

M f x m f x= =  

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 2 trang 17 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Xê t hà m sộ  ( ) 3 22 1y f x x x= = − +  trê n độà n  1;2− , vợ i độ  thi  nhử Hì nh 1.16. 

 

à) Tì m già  tri  lợ n nhà t và  già  tri  nhộ  nhà t cu à hà m sộ  trê n độà n  1;2− . 

b) Tì nh đà ộ hà m ( )f x  và  tì m cà c điê m ( )1;2x −  mà  ( ) 0f x = . 

c) Tì nh già  tri  cu à hà m sộ  tà i hài đà u mu t cu à độà n  1;2−  và  tà i cà c điê m x  đà  tì m ợ  cà u b. Sộ 

sà nh sộ  nhộ  nhà t trộng cà c già  tri  nà y vợ i   ( )1;2
min f x

−
, sộ  lợ n nhà t trộng cà c già  tri  nà y vợ i 

  ( )1;2
max f x

−
. 

Lời giải 

à) Nhì n và ộ độ  thi  tà thà y, trê n độà n  1;2−  tà cộ : 
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Già  tri  lợ n nhà t cu à hà m sộ  là  
  ( ) ( ) ( )1;2

max 0 2 1f x f f
−

= = = . 

Già  tri  nhộ  nhà t cu à hà m sộ  là  
  ( ) ( )1;2

min 1 2f x f
−

= − = − . 

b) ( ) ( )2 2

0

3 4 , 0 3 4 0 4

3

x

f x x x f x x x
x

=
= − =  − = 
 =


   

Và  y 
4

0,
3

x x= =  thì  ( ) 0f x = . 

c) Tà cộ : ( ) ( )
3 2

3 24 4 4 5
0 1; 2 1 ; 1 ( 1) 2 ( 1) 1 2

3 3 3 27
f f f

−     
= = −  + = − = − −  − + = −     

     
; 

 ( ) 3 22 2 2.2 1 1f = − + =  

Dộ độ , sộ  nhộ  nhà t trộng cà c già  tri  nà y là  -2 , sộ  lợ n nhà t trộng cà c già  tri  nà y là  1 . 

Tà thà y: 
  ( )   ( )1;2 1;2

max 1,min 2f x f x
− −

= = − . 

Ví dụ 4: Tì m già  tri  lợ n nhà t và  già  tri  nhộ  nhà t cu à hà m sộ  4 24 3y x x= − +  trê n độà n  0;4 . 

Lời giải 

Tà cộ : ( )3 24 8 4 2 ; 0 0y x x x x y x = − = −  = =  hộà  c 2x =  (vì   0;4x  ); 

 ( ) ( ) ( )0 3; 4 195; 2 1. y y y= = = −  

Dộ độ :   ( )   ( )0;4 0;4
max 4 195;min 2 1y y y y= = = = − . 

Ví dụ 5: Tì m già  tri  lợ n nhà t và  già  tri  nhộ  nhà t cu à hà m sộ  sin cosy x x= +  trê n độà n  0;2 .  

Lời giải 

Tà cộ : cos sin ; 0 cos sin
4

y x x y x x x


 = − =  =  =  hộà  c 
5

4
x


=  (vì   0;2x   ); 

 ( ) ( )
5

0 1; 2 1; 2; 2. 
4 4

y y y y
 


   

= = = = −   
   

 

Dộ độ : 
   0;2 0;2

5
max 2;min 2

4 4
y y y y

 

    
= = = = −   

   
. 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 2 trang 18 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Tì m già  tri  lợ n nhà t và  già  tri  nhộ  nhà t cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 3 22 3 5 2y x x x= − + +  trê n độà n  0;2 ; 

b) ( )1 xy x e−= +  trê n độà n  1;1− . 

Lời giải 
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à) Tà cộ :  
2

2 2 5 1 7
6 6 5 6 6 0 0;2

6 2 2
y x x x x x x

   
= − + = − + = − +      

   
  

Dộ độ , hà m sộ  3 22 3 5 2y x x x= − + +  độ ng biê n trê n  0;2 . 

Tà cộ : ( ) ( ) 3 20 2; 2 2.2 3.2 5.2 2 16y y= = − + + =  

Dộ độ , 
  ( )   ( )0;2 0;2

max 2 16,min 0 2y y y y= = = =  

b) Tà cộ : ( ) ( )1 1 1 .x x x xy e x e e x x e− − − − = − + = − − = −  

0 . 0 0xy x e x− = − =  =  (thộ à mà n  1;1x −  ) 

( ) ( ) ( )
2

1 0; 0 1; 1y y y
e

− = = = Dộ độ , 
  ( )   ( )1;1 1;1

max 0 1,min 1 0y y y y
− −

= = = − =  

Trả lời câu hỏi Vận dụng SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Già  sử  sử  là y làn cu à mộ  t lộà i virus ợ  mộ  t đi à phửợng cộ  thê  đửợ c mộ  hì nh hộ à bà ng hà m sộ  

( ) 3 212 ,0 12N t t t t= − +   , trộng độ  N  là  sộ  ngửợ i bi  nhiê m bê  nh (tì nh bà ng trà m ngửợ i) và  t  là  

thợ i giàn (tuà n). 
à) Hà y ửợ c tì nh sộ  ngửợ i tộ i đà bi  nhiê m bê  nh ợ  đi à phửợng độ . 
b) Đà ộ hà m N'(t) biê u thi  tộ c độ   là y làn cu à virus (cộ n gộ i là  tộ c độ   truyê n bê  nh). Hộ i virus sê  là y 
làn nhành nhà t khi nà ộ? 

Lời giải 

à) Vợ i 0 12t   tà cộ : 

 ( ) ( )
( )
( )

2 2
0

3 24 , 0 3 24 0
8

t tm
N t t t N t t t

t tm

 =
= − + =  − + =  

=




  

Tà cộ : ( ) ( ) ( )3 2 3 20 0, 8 8 12.8 256, 12 12 12.12 0N N N= = − + = = − + =  

Dộ độ , sộ  ngửợ i tộ i đà bi  nhiê m bê  nh ợ  đi à phửợng là  256 ngửợ i trộng 12 tuà n đà u. 

b) Hà m sộ  biê u thi  tộ c độ   độ   là y làn cu à virus là : ( ) 23 24N t t t= − +  

Đà  t ( ) 23 24f t t t= − + , vợ i 0 12t   

Tà cộ : ( ) ( ) ( )6 24, 0 4 tmf t t f t t = − + =  =  

 ( ) ( ) ( )2 20 0, 4 3.4 24.4 48, 12 3.12 24.12 144f f f= = − + = = − + = −  

Dộ độ , virus sê  là y làn nhành nhà t khi 4t =  (tuà n thử  4). 

ÍÍÍ. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK 
Bài 1: Tì m già  tri  lợ n nhà t và  già  tri  nhộ  nhà t (nê u cộ ) cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 2 4 3y x x= − + + ;  b) 3 22 1y x x= − +  trê n  )0; + ; 

c) ( )
2 2 3

tre n 1;
1

x x
y

x


− +
= +

−
; d) 24 2y x x= − . 

Lời giải 

à) Tà cộ : 2 24 3 ( 2) 7 7y x x x= − + + = − − +   vợ i mộ i sộ  thử c x . 
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Dà u "=" xà y rà khi 2 0 2x x− =  = . 

Dộ độ , ( ) ( )max 2 7f x f= = , hà m sộ  khộ ng cộ  già  tri  nhộ  nhà t. 

b) GTLN, GTNN cu à 3 22 1y x x= − +  trê n  )0; +  

Tà cộ : 
( )

( )
2

0 tm

3 4 , 0 4
tm

3

x

y x x y
x

 =
= − = 
 =


   

Bà ng biê n thiê n: 

 

Dộ độ , 
 )0;

4 5
min

3 27
y y

+

− 
= = 

 
, hà m sộ  khộ ng cộ  già  tri  lợ n nhà t. 

c) Tà cộ : 
( )( ) ( )2 2

2 2

2 2 1 2 3 2 1

( 1) ( 1)

x x x x x x
y

x x


− − − − + − −
= =

− −
 

 ( )0 1 2 (do  1;  ) y x x  =  = +  +  

 

Dộ độ , ( ) ( )1;
min 1 2 2 2y y

+
= + = , hà m sộ  khộ ng cộ  già  tri  lợ n nhà t trê n ( )1; + . 

d) Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là :  0;2D =  

 
( ) ( )

'
2

2 2 2

4 2 2 14 4

2 4 2 2 4 2 4 2

x x xx
y

x x x x x x


− −−
= = =

− − −
 

 ( )0 1y x tm=  =  

 ( ) ( ) ( )0 0; 1 2; 2 0y y y= = =  

Dộ độ ,   ( )   ( ) ( )0;2 0;2
max 1 2,min 0 2 0y y y y y= = = = =  
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Bài 2: Tì m già  tri  lợ n nhà t và  già  tri  nhộ  nhà t (nê u cộ ) cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 4 22 3y x x= − + ;  b) xy x e−=  ; 

c) lny x x= ;   d) 1 3y x x= − + − . 

Lời giải 

à) 4 22 3y x x= − +  

 3 3
0

4 4 , 0 4 4 0
1

x
y x x y x x

x

=
= − =  − =  

= 



  

 ( ) ( ) ( )0 3; 1 1 2y y y= = − =  

Dộ độ , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ;
max 0 3,min 1 1 2y y y y y

   − + − +
= = = = − =  

b) Tà cộ : ( ), 0 0 1 0 1x x x x xy e x e y e x e e x x− − − − −= −  =  −  = − =   =  

Bà ng biê n thiê n: 

 

Dộ độ , 
( )

( )
;

1
max 1y y

e − +
= = , hà m sộ  khộ ng cộ  già  tri  nhộ  nhà t. 

c) Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là : ( )0;D = +  

1 1
ln ln 1, 0 ln 1 0y x x x y x x

x e
 = +  = + =  +  = =  (thộ à mà n) 

Bà ng biê n thiê n: 

 

Hà m sộ  khộ ng cộ  già  tri  lợ n nhà t, 
( )0;

1 1
min y y

e e
+

− 
= = 

 
 

d) Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   1;3 . 
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1 1 1 1 3 1

, 0 0 0
2 1 2 3 2 1 2 3 2 3 1

x x
y y

x x x x x x

− − −
= − =  −  =  =

− − − − − −
 

 ( )3 1 3 1 2x x x x x tm − = −  − = −  =  

 ( ) ( ) ( )1 2; 2 2; 3 2y y y= = =  

Dộ độ ,   ( )   ( ) ( )1;3 1;3
max 2 2,min 1 3 2y y y y y= = = = =  

Bài 3: Tì m già  tri  lợ n nhà t và  già  tri  nhộ  nhà t (nê u cộ ) cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 32 6 3y x x= − +  trê n độà n  1;2− ; b) 4 23 2y x x= − +  trê n độà n  0;3 ; 

c) sin2y x x= −  trê n độà n  0; ;  d) ( )2 xy x x e= −  trê n độà n  0;1 . 

Lời giải 

à) Tà cộ : 2 26 6, 0 6 6 0 1y x y x x= − =  − =  =   (thộ à mà n) ( ) ( ) ( )1 7, 1 1, 2 7y y y− = = − =  

Dộ độ , 
  ( ) ( )   ( )1;2 1;2

max 2 1 7,min 1 1y y y y y
− −

= = − = = = −  

b) Tà cộ : 3 3 6
4 6 , 0 4 6 0 0;

2
y x x y x x x x= − =  −  =  = =  (dộ  0;3x  ) 

( ) ( )
6 1

0 2; ; 3 56
2 4

y y y
  −

= = =  
 

 

Dộ độ , 
  ( )  0;3 0;3

6 1
max 3 56,min

2 4
y y y y

  −
= = = =  

 
 

c) Tà cộ : ( )
1

1 2cos2 , 0 1 2cos2 0 cos2
2 6

y x y x x x k k


 = − =  − =  =  +  =   

Mà   
5

0; ;
6 6

x x x
 

  = =  

( ) ( )
3 5 5 3

0 0; ; ;
6 6 2 6 6 2

y y y y
   

 
   

= = − = + =   
   

Dộ độ , 

   0; 0;

5 5 3 3
max ,min

6 6 2 6 6 2
y y y y

 

      
= = + = = −   

   
 

d) ( ) ( ) ( )2 22 1 1x x xy x e x x e e x x= − + − = + −  

( )2 1 5
0 1 0

2

xy e x x x
− +

=  + − =  =  (dộ  0;1x  ) 

( ) ( ) ( )
1 5

2
1 5

0 0; 2 5 ; 1 0
2

y y e y
− + − +

= = − =  
 

Dộ độ , 

  ( ) ( )   ( )
1 5

2
0;1 0;1

1 5
max 0 1 0,min 2 5

2
y y y y y e

− + − +
= = = = = −  

 
 

Bài 4: Trộng cà c hì nh chử  nhà  t cộ  chu vi là  24 cm , hà y tì m hì nh chử  nhà  t cộ  diê  n tì ch lợ n nhà t. 

Lời giải 
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Gộ i chiê u dà i cu à hì nh chử  nhà  t là  ( cm,0 12)x x   

Chiê u rộ  ng cu à hì nh chử  nhà  t là  ( )12  cmx−  

Diê  n tì ch cu à hì nh chử  nhà  t là : ( ) ( )2 212 12  cmx x x x− = − +  

Đà  t ( ) ( )2 12 , 0;12S x x x x= − +   

( ) ( ) ( )2 12, 0 6S x x S x x tm = − + =  = Bà ng biê n thiê n: 

 

Dộ độ , trộng cà c hì nh cộ  cu ng chu vi thì  hì nh chử  nhà  t cộ  diê  n tì ch lợ n nhà t là  236 cm . 

Bài 5: Mộ  t nhà  sà n xuà t muộ n thiê t kê  mộ  t chiê c hộ  p cộ  dà ng hì nh hộ  p chử  nhà  t khộ ng cộ  nà p, cộ  

đà y là  hì nh vuộ ng và  diê  n tì ch bê  mà  t bà ng 2108 cm  nhử Hì nh 1.17. Tì m cà c kì ch thửợ c cu à chiê c 
hộ  p sàộ chộ thê  tì ch cu à hộ  p là  lợ n nhà t. 

 

Lời giải 

Hì nh hộ  p trê n cộ  độ   dà i cà nh đà y là  x ( cm, 0)x   và  chiê u càộ là  h ( cm, 0)h   

Diê  n tì ch bê  mà  t cu à hì nh hộ  p là  2108 cm  nê n ( )
2

2 108
4 108  cm

4

x
x xh h

x

−
+ =  =  

Thê  tì ch cu à hì nh hộ  p là : ( )
2 3

2 2 3108 108
 cm

4 4

x x x
V x h x

x

− −
=  =  =  

Tà cộ : 
23 108

, 0 6
4

x
V V x 

− +
= =  =  (dộ 0x   ) 

Bà ng biê n thiê n: 
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Dộ độ , thê  tì ch cu à hì nh hộ  p là  lợ n nhà t khi độ   dà i cà nh đà y 6 cmx =  Khi độ , chiê u càộ cu à hì nh 

hộ  p là : ( )
2108 6

3  cm
4.6

−
= . 

Bài 6: Mộ  t nhà  sà n xuà t cà n là m rà nhử ng chiê c bì nh cộ  dà ng hì nh tru  vợ i dung tì ch 31000 cm . 

Mà  t trê n và  mà  t dửợ i cu à bì nh đửợ c là m bà ng và  t liê  u cộ  già  1,2 nghì n độ ng 2/cm , trộng khi mà  t 

bê n cu à bì nh đửợ c là m bà ng và  t liê  u cộ  già  0,75 nghì n độ ng/ 2cm . Tì m cà c kì ch thửợ c cu à bì nh đê  
chi phì  và  t liê  u sà n xuà t mộ i chiê c bì nh là  nhộ  nhà t. 

Lời giải 

Gộ i bà n kì nh đà y cu à bì nh là  x(cm, 0)x   

Chiê u càộ cu à bì nh là : ( )2

1000
 cm

x 
 

Chi phì  đê  sà n xuà t mộ  t chiê c bì nh là : ( ) 2 22000 1500
2.1,2 0,75 2,4T x x x

x x
 =   +  =  +  (nghì n 

độ ng) Đê  chi phì  sà n xuà t mộ i chiê c bì nh là  thà p nhà t thì  ( )T x  là  nhộ  nhà t. 

( ) ( ) 3
2

1500 625
4,8 , 0

2
T x x T x x

x



= − =  =   (thộ à mà n) 

Bà ng biê n thiê n: 

 

Đê  chi phì  sà n xuà t mộ i chiê c bì nh là  nhộ  nhà t thì  bà n kì nh đà y cu à bì nh là  3
625

cm
2

 và  chiê u càộ 

cu à bì nh là : ( )2

3

1000
 cm

625

2




 
 
 
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Bài 3 – ĐƯỜNG TIỆM CẬN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
 

Í. ĐỰƠ NG TÍỆ  M CÀ N NGÀNG 

Đửợ ng thà ng 
0y y=  gộ i là  đửợ ng tiê  m cà  n ngàng (gộ i tà t là  tiê  m cà  n ngàng) cu à độ  thi  hà m sộ  

( )y f x=  nê u 

 ( ) ( )0 0lim  ho c  lim . 
x x

f x y a f x y
 →+ →−

= =  

 

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 1 trang 20 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Chộ hà m sộ  ( )
2 1x

y f x
x

+
= =  cộ  độ  thi  ( )C . Vợ i 0x  , xê t điê m ( )M(x;f x  ) thuộ  c (C). Gộ i H là  

hì nh chiê u vuộ ng gộ c cu à M  trê n đửợ ng thà ng 2y =  (H.1.19). 
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à) Tì nh khộà ng cà ch MH . 
b) Cộ  nhà  n xê t gì  vê  khộà ng cà ch MH khi x →+  ? 

Lời giải 

à) Tà cộ : ( )
2 1

; ; ;2
x

M x H x
x

+ 
 
 

. 

Dộ độ , 
2 2

2 2 1 2 2 1 1
( ) 2

x x x
MH x x

x x x

+ − −   
= − + − = =   

   
 (dộ 0x   ) 

b) Tà cộ : 
1

lim 0x
x

→+ = . Dộ độ , khi x →+  thì  0MH → . 

Ví dụ 1: Tì m tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  ( )
3 2

1

x
y f x

x

−
= =

+
. 

Lời giải 

Tà cộ : ( )

2
3

3 2
lim lim lim 3

11
1

x x x

x xf x
x

x

  →+ →+ →+

−
−

= = =
+

+

. Tửợng tử , ( )lim 3x f x→− = . 

Và  y độ  thi  hà m sộ  ( )f x  cộ  tiê  m cà  n ngàng là  đửợ ng thà ng 3y = . 

Ví dụ 2: Tì m cà c tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  ( )
2 1x

y f x
x

+
= = . 

Lời giải 
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Tà cộ : 

 ( )
2 2

2 2

1 1 1
lim lim lim lim 1 1;x x x x

x x
f x

x x x
   →+ →+ →+ →+

+ +
= = = + =  

( )
2 2

2 2

1 1 1
lim lim lim lim 1 1x x x x

x x
f x

x x x
   →− →− →− →−

   + +
= = − = − + = −     

  

. 

Và  y độ  thi  hà m sộ  ( )f x  cộ  hài tiê  m cà  n ngàng là  1y =  và  1y = − . 

 

Nhà  n xê t. Độ  thi  hà m sộ  ( )f x  nhử Hì nh 1.21. 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 1 trang 21 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Tì m tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  ( )
2 1

1

x
y f x

x

−
= =

−
. 

Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  khà i niê  m tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  đê  tì m tiê  m cà  n ngàng: Đửợ ng 

thà ng 
0y y=  gộ i là  đửợ ng tiê  m cà  n ngàng (gộ i tà t là  tiê  m cà  n ngàng) cu à độ  thi  hà m sộ  ( )y f x=  

nê u ( ) 0limx f x y→+ =  hộà ̆c ( ) 0limx f x y→− = . 

Lời giải 

Tà cộ : 

1 1
2 2

2 1 2 1
lim lim 2;lim lim 2

1 11 1
1 1

x x x x

x xx x

x x

x x

   →+ →+ →− →−

− −
− −

= = = =
− −

− −

. 

Dộ độ , tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  ( )
2 1

1

x
y f x

x

−
= =

−
 là  2y = . 

Trả lời câu hỏi Vận dụng 1 trang 21 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Già i bà i tộà n trộng tì nh huộ ng mợ  đà u. 
Già  sử  khộ i lửợ ng cộ n là i cu à mộ  t chà t phộ ng xà  (gàm) sàu t  ngà y phà n rà  đửợ c chộ bợ i hà m sộ  

( ) 0,01215 tm t e−= . Khộ i lửợ ng ( )m t  thày độ i rà sàộ khi t →+  ? Điê u nà y thê  hiê  n trê n Hì nh 1.18 

nhử thê  nà ộ? 
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Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  khà i niê  m tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  đê  tì m tiê  m cà  n ngàng: Đửợ ng thà ng 

0y y=  gộ i là  đửợ ng tiê  m cà  n ngàng (gộ i tà t là  tiê  m cà  n ngàng) cu à độ  thi  hà m sộ  ( )y f x=  nê u 

( ) 0limx f x y→+ =  hộà  c ( ) 0limx f x y→− = . 

Lời giải 

Tà cộ : ( ) 0,012

0,012

15
lim lim 15 lim 0t

t t t t
m t e

e
  

−

→+ →+ →+= = =  

Dộ độ , ( ) 0m t →  khi t →+ . 

Trộng hì nh 1.18, khi t →+  thì  ( )m t  cà ng gà n tru c hộà nh Ốt (nhửng khộ ng chà m tru c Ốt). 

ÍÍ. ĐỰƠ NG TÍỆ  M CÀ  N ĐU NG 

Đửợ ng thà ng 0x x=  gộ i là  đửợ ng tiê  m cà  n đử ng (gộ i tà t là  tiê  m cà  n đử ng) cu à độ  thi  hà m sộ  

( )y f x=  nê u ì t nhà t mộ  t trộng cà c điê u kiê  n sàu đửợ c thộà  mà n: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

lim ;  lim ;  lim ;  lim
x x x x x x x x

f x f x f x f x   
+ − + −→ → → →

= + = − = − = +  
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GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

 

HĐ2 

Chộ hà m sộ  ( )
1

x
y f x

x
= =

−
 cộ  độ  thi  ( )C . Vợ i 1x  , xê t điê m ( )M(x;f x  ) thuộ  c (C). Gộ i H là  

hì nh chiê u vuộ ng gộ c cu à M  trê n đửợ ng thà ng 1x =  (H.1.22). 
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à) Tì nh khộà ng cà ch MH . 

b) Khi M  thày độ i trê n ( )C  sàộ chộ khộà ng cà ch MH  dà n đê n 0 , cộ  nhà  n xê t gì  vê  tung độ   cu à 

điê m M  ? 

Lời giải 

à) Tà cộ : ; ; 1;
1 1

x x
M x H

x x

   
   

− −   
 

Dộ độ , 
2

2(1 ) 1
1 1

x x
MH x x

x x

 
= − + − = − 

− − 
 (dộ )1x   

b) Khi khộà ng cà ch MH  dà n đê n 0 thì  tung độ   cu à điê m M  dà n rà xà vộ  tà  n vê  phì à trê n (tung độ   
điê m M  tiê n rà )+ . 

Ví dụ 3: Tì m tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  ( )
3

2

x
y f x

x

−
= =

+
. 

Lời giải 

Tà cộ : ( )
2 2

3
lim lim

2x x

x
f x

x
+ +→− →−

−
= = +

+
. Tửợng tử , ( )

2
lim

x
f x −→−

= − . Và  y độ  thi  hà m sộ  ( )f x  

cộ  tiê  m cà  n đử ng là  đửợ ng thà ng 2x = − . 

Ví dụ 4: Tì m tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  ( )
2 2x

y f x
x

+
= = . 

Lời giải 

Tà cộ : ( )
2

0 0

2
lim lim

x x

x
f x

x
+ +→ →

+
= = + . Tửợng tử , ( )

0
lim

x
f x −→

= − . Và  y độ  thi  hà m sộ  ( )f x  cộ  

tiê  m cà  n đử ng là  đửợ ng thà ng 0x = . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 2 trang 22 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Tì m cà c tiê  m cà  n ngàng và  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  ( )
2 1

4

x
y f x

x

+
= =

−
. 

Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  khà i niê  m tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  đê  tì m tiê  m cà  n ngàng: Đửợ ng 
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thà ng 
0y y=  gộ i là  đửợ ng tiê  m cà  n ngàng (gộ i tà t là  tiê  m cà  n ngàng) cu à độ  thi  hà m sộ  ( )y f x=  

nê u ( ) 0limx f x y→+ =  hộà  c ( ) 0limx f x y→− = . 

Sử  du ng kiê n thử c vê  khà i niê  m tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  đê  tì m tiê  m cà  n đử ng: Đửợ ng 

thà ng 0x x=  gộ i là  đửợ ng tiê  m cà  n đử ng (gộ i tà t là  tiê  m cà  n đử ng) cu à độ  thi  hà m sộ  ( )y f x=  

nê u ì t nhà t mộ  t trộng cà c điê u kiê  n sàu đửợ c thộ à mà n: 

( ) ( ) ( )
0 0 0

lim ;lim ;lim
x x x x x x

f x f x f x  + − +→ → →
= + = − = − ; ( )

0

lim
x x

f x −→
= +  

Lời giải 

Tà cộ : 

1 1
2 2

2 1 2 1
lim lim 2;lim lim 2

4 44 4
1 1

x x x x

x xx x

x x

x x

   →+ →+ →− →−

+ +
+ +

= = = =
− −

− −

 nê n tiê  m cà  n ngàng cu à 

độ  thi  hà m sộ  ( )
2 1

4

x
y f x

x

+
= =

−
 là  2y = . 

Là i cộ : ( ) ( )
4 4 4 4

2 1 2 1
lim lim ;lim lim

4 4x x x x

x x
f x f x

x x
 + + − −→ → → →

+ +
= = + = = −

− −
 nê n tiê  m cà  n đử ng cu à 

độ  thi  hà m sộ  ( )
2 1

4

x
y f x

x

+
= =

−
 đửợ ng thà ng 4x = . 

Trả lời câu hỏi Vận dụng 2 trang 22 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Đê  lộà i bộ  p% mộ  t lộà i tà ộ độ  c khộ i hộ  nửợ c, ngửợ i tà ửợ c tì nh chi phì  bộ  rà là  ( )
45

100

p
C p

p
=

−
 

(triê  u độ ng), vợ i 0 100p  . Tì m tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  ( )C p  và  nê u y  nghì à cu à 

đửợ ng tiê  m cà  n nà y. 
Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  khà i niê  m tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  đê  tì m tiê  m cà  n đử ng: Đửợ ng 

thà ng 0x x=  gộ i là  đửợ ng tiê  m cà  n đử ng (gộ i tà t là  tiê  m cà  n đử ng) cu à độ  thi  hà m sộ  ( )y f x=  

nê u ì t nhà t mộ  t trộng cà c điê u kiê  n sàu đửợ c thộ à mà n: 

( ) ( ) ( )
0 0 0

lim ;lim ;lim
x x x x x x

f x f x f x  + − +→ → →
= + = − = − ; ( )

0

lim
x x

f x −→
= +  

Lời giải 

Tà cộ : ( )
100 100

45
lim lim

100p p

p
C p

p
− −→ →

= = +
−

 nê n tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  ( )C p  là  100p = . 

Ý  nghì à cu à đửợ ng tiê  m cà  n là : Khộ ng thê  lộà i bộ  hê t lộà i tà ộ độ  c rà khộ i hộ  nửợ c du  chi phì  là  bàộ 
nhiê u. 

ÍÍÍ. ĐỰƠ NG TÍỆ  M CÀ N XÍỆ N 

Đửợ ng thà ng ( )0y ax b a= +   gộ i là  đửợ ng tiê  m cà  n xiê n (gộ i tà t là  tiê  m cà  n xiê n) cu à độ  thi  

hà m sộ  ( )y f x=  nê u 

 ( ) ( ) ( ) ( )lim 0 ho c  lim 0. 
x x

f x ax b a f x ax b
 →+ →−
   − + = − + =     
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GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

 

HĐ3 

Chộ hà m sộ  ( )
2

1
1

y f x x
x

= = − +
+

 cộ  độ  thi  (C) và  đửợ ng thà ng 1y x= −  nhử Hì nh 1.24. 

 

à) Vợ i 1x  − , xê t điê m ( )M(x;f x  ) thuộ  c ( )C . Gộ i H  là  hì nh chiê u vuộ ng gộ c cu à M  trê n đửợ ng thà ng 

1y x= − . Cộ  nhà  n xê t gì  vê  khộà ng cà ch MH khi x →+  ? 

b) Chử ng tộ  rà ng ( ) ( )lim 1 0x f x x→+
 − − =  .  

Tì nh chà t nà y thê  hiê  n trê n Hì nh 1.24 nhử thê  nà ộ? 

Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  giợ i hà n cu à hà m sộ  đê  tì nh giợ i hà n. 

Lời giải 
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à) Nhì n và ộ độ  thi  tà thà y, khi x →+  thì  khộà ng cà ch MH tiê n tợ i 0 . 

b) Tà cộ : ( ) ( ) ( )

2

2 2
lim 1 lim 1 1 lim lim 0

11 1
1

x x x x
xf x x x x

x x

x

   →+ →+ →+ →+

 
 − − = − + − − = = =   + +  +

 

Tì nh chà t nà y đửợ c thê  hiê  n trộng Hì nh 1.24 là : Khộà ng cà ch tử  điê m M  cu à độ  thi  hà m sộ  (C) 
đê n đửợ ng thà ng 1y x= −  tiê n đê n 0 khi x →+ . 

Vi du  5. Chộ hà m sộ  ( )
1

2
y f x x

x
= = +

+
.                                        

Tì m tiê  m cà  n xiê n cu à độ  thi  hà m sộ  ( )f x . 

 
1 1

lim lim 0
x xx x →+ →−

= =  

 

Lời giải 

Tà cộ : ( )
1

lim lim 0
2

x xf x x
x

 →+ →+
 − = =  +

. Tửợng tử  ( )lim 0x f x x→−
 − =  . 

Và  y độ  thi  hà m sộ  ( )f x  cộ  tiê  m cà  n xiê n là  đửợ ng thà ng y x= . 

Ví dụ 6: Tì m tiê  m cà  n xiê n cu à độ  thi  hà m sộ  ( )
2 2

1

x x
y f x

x

− +
= =

+
. 

Lời giải 

Tà cộ : 

 
( ) 2

2

2
lim lim 1;

x x

f x x x
a

x x x →+ →+

− +
= = =

+
 

 ( )
2 2

lim lim 2.
1x x

x
b f x x

x →+ →+

− +
 = − = = −  +

 

(Tửợng tử , 
( )

( )lim 1, lim 2x x

f x
f x x

x
 →− →−

 = − = −  .) 

Và  y độ  thi  hà m sộ  ( )f x  cộ  tiê  m cà  n xiê n là  đửợ ng thà ng 2y x= − . 

https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1


 
 

                                                       
      Liên hệ tài liệu word toán SĐT (zalo): 039.373.2038 48                                         
 

   Website: tailieumontoan.com     

Trả lời câu hỏi Luyện tập 3 trang 24 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Tì m cà c tiê  m cà  n đử ng và  tiê  m cà  n xiê n cu à độ  thi  hà m sộ  ( )
2 4 2

1

x x
y f x

x

− +
= =

−
. 

Lời giải 

Tà cộ : ( ) ( )
2 2

1 1 1 1

4 2 4 2
lim lim ;lim lim

1 1x x x x

x x x x
f x f x

x x
 + + − −→ → → →

− + − +
= = + = = −

− −
 

Và  y tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  ( )y f x=  là  đửợ ng thà ng 1x =  

Tà cộ : ( )
2 4 2 1

3
1 1

x x
y f x x

x x

− +
= = = − + −

− −
 

Dộ độ , ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

lim 3 lim 0, lim 3 lim 0
1 1

x x x xf x x f x x
x x

   →+ →+ →− →−

− −
   − − + = = − − + = =   − −

 

Và  y tiê  m cà  n xiê n cu à độ  thi  hà m sộ  ( )y f x=  là  đửợ ng thà ng 3y x= − +  

ÍV. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK 

Bài 1: Hì nh 1.26 là  độ  thi  cu à hà m sộ  ( )
2

2

2

1

x
y f x

x
= =

−
 

 

Sử  du ng độ  thi  nà y, hà y: 

à) Viê t kê t quà  cu à cà c giợ i hà n sàu: ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

lim ;lim ;lim ;limx x x x
f x f x f x f x  − +→− →+ → →−

 

b) Chì  rà cà c tiê  m cà  n cu à độ  thi  hà m sộ  đà  chộ. 

Lời giải 

à) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

lim 2;lim 2;lim ;limx x x x
f x f x f x f x   − +→− →+ → →−

= = = − = −  

b) Dộ độ , tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  là  1; 1x x= = − . 

Tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  là  2y =  

Bài 2: Đửợ ng thà ng 1x =  cộ  phà i là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  
2 2 3

1

x x
y

x

+ −
=

−
 khộ ng? 

Lời giải 
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Tà cộ : ( )
( )( )

( )
2

1 1 1 1

1 32 3
lim lim lim lim 3 4

1 1x x x x

x xx x
f x x

x x
+ + + +→ → → →

− ++ −
= = = + =

− −
 

 ( )
( )( )

( )
2

1 1 1 1

1 32 3
lim lim lim lim 3 4

1 1x x x x

x xx x
f x x

x x− − − −→ → → →

− ++ −
= = = + =

− −
 

Dộ độ , đửợ ng thà ng 1x =  khộ ng là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  
2 2 3

1

x x
y

x

+ −
=

−
. 

Bài 3: Tì m cà c tiê  m cà  n cu à độ  thi  hà m sộ  sàu: 

à) 
3

2 1

x
y

x

−
=

+
;   b) 

22 1

2

x x
y

x

+ −
=

+
. 

Lời giải 

à) Vì  

3 3
1 1

3 1 3 1
lim lim lim ;lim lim lim

1 12 1 2 2 1 2
2 2

x x x x x x

x xx xy y
x x

x x

     →+ →+ →+ →− →− →−

− −
− −

= = = − = = = −
+ +

+ +

 

Dộ độ , đửợ ng thà ng 
1

2
y

−
=  là  tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  

3

2 1

x
y

x

−
=

+
. 

vì  
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3
lim lim ;lim lim

2 1 2 1x x x x

x x
y y

x x
 − − + +

       
→ − → − → − → −       
       

− −
= = − = = +

+ +
 

Dộ độ , đửợ ng thà ng 
1

2
x

−
=  là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  

3

2 1

x
y

x

−
=

+
. 

b) vì  
2 2

1 1
2

2 1
lim lim lim

22
1

x x x

x x x x
y x

x

x

   →− →− →−

  
+ −  + −   = = = −

+   +    

 

 
2 2

1 1
2

2 1
lim lim lim

22
1

x x x

x x x x
y x

x

x

  


→+ →+ →+

  
+ −  + −   = = = +

+   +    

 

Dộ độ , độ  thi  hà m sộ  
22 1

2

x x
y

x

+ −
=

+
 khộ ng cộ  tiê  m cà  n ngàng. 

vì  
2 2

2 2 2 2

2 1 2 1
lim lim ;lim lim

2 2x x x x

x x x x
y y

x x
 − − + +→− →− →− →−

+ − + −
= = − = = +

+ +
 

Dộ độ , độ  thi  hà m sộ  
22 1

2

x x
y

x

+ −
=

+
 cộ  tiê  m cà  n đử ng là  2x = −  

Tà cộ : 
22 1 5

2 3
2 2

x x
y x

x x

+ −
= = − +

+ +
 

 ( ) ( ) ( )
5 5

lim 2 3 lim 2 3 2 3 lim 0
2 2x x x

f x x x x
x x  →+ →+ →+

 
 − − = − + − − = =   + + 
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 ( ) ( ) ( )
5 5

lim 2 3 lim 2 3 2 3 lim 0
2 2x x x

f x x x x
x x  →− →− →−

 
 − − = − + − − = =   + + 

 

Dộ độ , độ  thi  hà m sộ  
22 1

2

x x
y

x

+ −
=

+
 cộ  tiê  m cà  n xiê n là : 2 3y x= − . 

Bài 4: Mộ  t cộ ng ty sà n xuà t độ  già du ng ửợ c tì nh chi phì  đê  sà n xuà t x (sà n phà m) là  

( ) 2 50C x x= +  (triê  u độ ng). Khi độ , ( )
( )C x

f x
x

=  là  chi phì  sà n xuà t trung bì nh chộ mộ i sà n 

phà m. Chử ng tộ  rà ng hà m sộ  ( )f x  già m và  ( )lim 2x f x→+ = .  

Tì nh chà t nà y nộ i lê n điê u gì ? 

Lời giải 

Tà cộ : ( )
( ) 2 50C x x

f x
x x

+
= =  

Vì  ( ) 2

50
0f x

x

−
=   vợ i mộ i sộ  thử c x nê n hà m sộ  ( )

( )C x
f x

x
=  già m. 

 ( )

50
2

2 50
lim lim lim 2 (đpcm) 

1x x x

x xf x
x  →+ →+ →+

+
+

= = =  

Tì nh chà t nà y nộ i lê n: Khi sà n xuà t cà ng nhiê u sà n phà m thì  chi phì  sà n xuà t trung bì nh chộ mộ i 
sà n phà m cà ng già m, nhửng khộ ng dửợ i 2. 

Bài 5: Mộ  t mà nh vửợ n hì nh chử  nhà  t cộ  diê  n tì ch bà ng 2144m . Biê t độ   dà i mộ  t cà nh cu à mà nh vửợ n là  

( )x m . 

à) Viê t biê u thử c tì nh chu vi ( )P x  (mê t) cu à mà nh vửợ n. 

b) Tì m cà c tiê  m cà  n cu à độ  thi  hà m sộ  P(x). 

Lời giải 

à) Độ   dà i cà nh cộ n là i cu à mà nh vửợ n là : ( )
144

m
x

 

Chu vi cu à mà nh vửợ n là : ( ) ( )
144 288

2 2P x x x m
x x

 
= + = + 

 
 

b) Vì  ( ) ( )
288 288

lim lim 2 ;lim lim 2x x x xP x x P x x
x x

    →+ →+ →− →−

   
= + = + = + = −   

   
 

Dộ độ , độ  thi  hà m sộ  ( )P x  khộ ng cộ  tiê  m cà  n ngàng. 

Vì  
0 0 0 0

288 288
lim lim 2 ;lim lim 2

x x x x
y x y x

x x
 − − + +→ → → →

   
= + = − = + = +   

   
 

Dộ độ , độ  thi  hà m sộ  ( )P x  cộ  tiê  m cà  n đử ng là  0x = . 
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Tà cộ : ( )
288 288

lim 2 lim 2 2 lim 0x x xP x x x x
x x

  →+ →+ →+

 
 − = + − = =  

 
 

Dộ độ , độ  thi  hà m sộ  ( )P x  cộ  tiê  m cà  n xiê n là : 2y x= . 

 

 

 

 

Bài 4 – KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ CỦA MỘT SỐ HÀM SỐ CƠ BẢN  
 

Í. SƠ ĐỐ  KHÀ Ố SÀ T HÀ M SỐ  
①. Tì m tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ . 

②. Khà ộ sà t sử  biê n thiê n cu à hà m sộ : 

Tì nh đà ộ hà m y . Tì m cà c điê m tà i độ  y  bà ng 0 hộà  c đà ộ hà m khộ ng tộ n tà i. 

Xê t dà u y  đê  chì  rà cà c khộà ng đợn điê  u cu à hà m sộ . 

Tì m cử c tri  cu à hà m sộ . 

Tì m cà c giợ i hà n tà i vộ  cử c, giợ i hà n vộ  cử c và  tì m tiê  m cà  n cu à độ  thi  hà m sộ  (nê u cộ ). 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ . 

③. Vê  độ  thi  cu à hà m sộ  dử à và ộ bà ng biê n thiê n. 

Chú ý: Khi vê  độ  thi , nê n xà c đi nh thê m mộ  t sộ  điê m đà  c biê  t cu à độ  thi , chà ng hà n tì m giàộ điê m 
cu à độ  thi  vợ i cà c tru c tộà  độ   (khi cộ  và  viê  c tì m khộ ng quà  phử c tà p). Ngộà i rà, cà n lửu y  đê n tì nh 
độ i xử ng cu à độ  thi  (độ i xử ng tà m, độ i xử ng tru c). 

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 1 trang 26 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Chộ hà m sộ  2 4 3y x x= − + . Thử c hiê  n là n lửợ t cà c yê u cà u sàu: 

à) Tì nh y' và  tì m cà c điê m tà i độ  0y = . 

b) Xê t dà u y' đê  tì m cà c khộà ng độ ng biê n, khộà ng nghi ch biê n và  cử c tri  cu à hà m sộ . 
c) Tì nh lim ,limx xy y →− →+  và  là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ . 

d) Vê  độ  thi  cu à hà m sộ  và  nhà  n xê t vê  tì nh độ i xử ng cu à độ  thi . 

Lời giải 

à) Tà  p xà c đi nh: D =  

Tà cộ : 2 4, 0 2 4 0 2y x y x x = − =  − =  =  

Và  y vợ i 2x =  thì  0y = . 

https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1


 
 

                                                       
      Liên hệ tài liệu word toán SĐT (zalo): 039.373.2038 52                                         
 

   Website: tailieumontoan.com     

b) Trê n khộà ng ( );2 , 0y −   nê n hà m sộ  nghi ch biê n. Trê n khộà ng ( )2; , 0y+    nê n hà m sộ  

độ ng biê n. Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 2x = , già  tri  cử c tiê u 1CTy = − . Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c đà i. 

 ( )2 2

2

4 3
c)  lim lim 4 3 lim 1

x x x
y x x x

x x  


→− →− →−

  
= − + = − + = +  

  
 

 ( )2 2

2

4 3
lim lim 4 3 lim 1

x x x
y x x x

x x  


→+ →+ →+

  
= − + = − + = +  

  
 

Bà ng biê n thiê n: 

 

d) Độ  thi : 

 

Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  2 4 3y x x= − +  vợ i tru c tung là  ( )0;3 . 

Tà cộ : 2
3

4 3 0
1

x
x x

x

=
− + =  

=
. Dộ độ , giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c hộà nh là  cà c điê m 

( ) ( )3;0 ; 1;0 . 

Điê m ( )4;3  thuộ  c độ  thi  hà m sộ  2 4 3y x x= − + . 

Độ  thi  hà m sộ  nhà  n đửợ ng thà ng 2x =  là m tru c độ i xử ng. 
d) Độ  thi : 

Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  2 4 3y x x= − +  vợ i tru c tung là  ( )0;3 . 

Tà cộ : 2
3

4 3 0
1

x
x x

x

=
− + =  

=
. Dộ độ , giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c hộà nh là  cà c điê m 
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( ) ( )3;0 ; 1;0 . 

Điê m ( )4;3  thuộ  c độ  thi  hà m sộ  2 4 3y x x= − + . 

Độ  thi  hà m sộ  nhà  n đửợ ng thà ng 2x =  là m tru c độ i xử ng. 

ÍÍ. KHÀ Ố SÀ T VÀ  VỆ  ĐỐ  THÍ  HÀ M SỐ  ĐÀTHỰ C BÀ C BÀ 

Chú ý: Độ  thi  cu à hà m sộ  bà  c bà ( )3 2 0y ax bx cx d a= + + +  : 

Cộ  tà m độ i xử ng là  điê m cộ  hộà nh độ   thộà  mà n 0y = , 

hày 
3

b
x

a
= − . 

Khộ ng cộ  tiê  m cà  n. 

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

Ví dụ 1: Khà ộ sà t sử  biê n thiê n và  vê  độ  thi  cu à hà m sộ  3 23 4y x x= − + − . 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ : . 

Sử  biê n thiê n: 

Tà cộ : 23 6y x x= − + . Và  y 0y =  khi 0x =  hộà ̆c 2x = . 

Trê n khộà ng ( )0;2 , 0y   nê n hà m sộ  độ ng biê n. Trê n cà c khộà ng ( );0−  và  ( )2; + , 0y   nê n 

hà m sộ  nghi ch biê n trê n mộ i khộà ng độ . 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 0x = , già  tri  cử c tiê u 4CTy = − . Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i 2x = , già  tri  cử c 

đà i 0CDy = . 

Giợ i hà n tà i vộ  cử c: 

3 3

3 3

3 4 3 4
lim lim 1 ;lim lim 1x x x xy x y x

x x x x
    →− →− →+ →+

   
= − + − = + = − + − = −   

   
. 

Bà ng biê n thiê n: 
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Độ  thi  (H.1.28): 

Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c tung là  điê m ( )0; 4− . 

Tà cộ  ( )3 2 20 3 4 0 ( 2) 1 0 1y x x x x x=  − + − =  − − + =  = −  hộà  c 2x = . Dộ độ  giàộ điê m cu à 

độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c hộà nh là  cà c điê m ( )1;0−  và  ( )2;0 . 

Độ  thi  hà m sộ  cộ  tà m độ i xử ng là  điê m ( )1; 2− . 

Ví dụ 2: Khà ộ sà t sử  biê n thiê n và  vê  độ  thi  cu à hà m sộ  3 22 2 1y x x x= − + − . 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ : . 

Sử  biê n thiê n: 

Tà cộ : 23 4 2y x x= − + . Và  y 0y   vợ i mộ i x . 

Hà m sộ  độ ng biê n trê n khộà ng ( ); − + . 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri . 

Giợ i hà n tà i vộ  cử c: 3

2 3

2 2 1
lim lim 1x xy x

x x x
  →− →−

 
= − + − = − 

 
; 

 3

2 3

2 2 1
lim lim 1

x x
y x

x x x 


→+ →+

 
= − + − = + 

 
 

Bà ng biê n thiê n: 

 

Độ  thi  (H.1.29): 
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Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c tung là  điê m ( )0; 1− . 

Tà cộ  3 20 2 2 1 0y x x x=  − + − =  

 ( )( )21 1 0 1.x x x x − − + =  =  

Dộ độ  giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c hộà nh là  điê m ( )1;0 . 

Độ  thi  hà m sộ  cộ  tà m độ i xử ng là  điê m 
2 7

;
3 27

 
− 

 
. 

Luyện tập 1 trang 28 Toán 12 Tập 1: Khà ộ sà t sử  biê n thiê n và  vê  độ  thi  cu à hà m sộ  
3 22 3y x x= − +  5x− . 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  R. 

Sử  biê n thiê n: 

Tà cộ : 
2

2 1 7
y 6x 6x 5 6 0

2 2
x

 
= − + − = − − −  

 
 vợ i mộ i x . 

Hà m sộ  nghi ch biê n trê n khộà ng ( ); − + . 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri . 

Giợ i hà n tà i vộ  cử c: ( ) ( )3 2 3 2lim 2 3 5 ;lim 2 3 5x xx x x x x x  →− →+− + − = + − + − = −  - Bà ng biê n 

thiê n 
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Độ  thi  

Tà cộ  3 20 2 3 5 0 0y x x x x= − + − =  = . 

Độ  thi  hà m sộ  giàộ vợ i tru c hộà nh và  tru c tung tà i ( )0;0 . 

Độ  thi  cộ  tà m độ i xử ng là  
1

; 2
2

 
− 

 
 

 

ÍÍÍ. KHÀ Ố SÀ T VÀ  VỆ  ĐỐ  THÍ  HÀ M SỐ  PHÀ N THỰ C HỰ U TÍ  

a) Hàm số phân thức ( )0, 0
+

=  − 
+

ax b
y c ad bc

cx d
 

 Chú ý: Độ  thi  cu à hà m sộ  phà n thử c ( )0, 0
ax b

y c ad bc
cx d

+
=  − 

+
 : 

Nhà  n giàộ điê m cu à tiê  m cà  n đử ng và  tiê  m cà  n ngàng là m tà m độ i xử ng; 

Nhà  n hài đửợ ng phà n già c cu à cà c gộ c tà ộ bợ i hài đửợ ng tiê  m cà  n nà y là m cà c tru c độ i xử ng. 

b) Hàm số phân thức 
2

( 0, 0
+ +

=  
+

ax bx c
y a p

px q
, đa thức tử không chia hết cho đa thức 

mẫu] 

 Chú ý: Độ  thi  cu à hà m sộ  phà n thử c 
2

( 0, 0
ax bx c

y a p
px q

+ +
=  

+
, đà thử c tử  khộ ng chià hê t chộ 

đà thử c mà u): 

Nhà  n giàộ điê m cu à tiê  m cà  n đử ng và  tiê  m cà  n xiê n là m tà m độ i xử ng; 

Nhà  n hài đửợ ng phà n già c cu à cà c gộ c tà ộ bợ i hài đửợ ng tiê  m cà  n nà y là m cà c tru c độ i xử ng. 
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GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

Ví dụ 3: Khà ộ sà t sử  biê n thiê n và  vê  độ  thi  cu à hà m sộ  
1

2

x
y

x

+
=

−
. 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ :  2 . 

Sử  biê n thiê n: 

Tà cộ : 
2

3
0

( 2)
y

x
= − 

−
  vợ i mộ i 2x  . 

Hà m sộ  nghi ch biê n trê n tử ng khộà ng ( ); 2−  và  ( )2; + . 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri . 

Tiê  m cà  n: 
2 2 2 2

1 1
lim lim ;lim lim

2 2x x x x

x x
y y

x x
 − − + +→ → → →

+ +
= = − = = +

− −
; 

 
1 1

lim lim 1; lim lim 1
2 2x x x x

x x
y y

x x   →+ →+ →− →−

+ +
= = = =

− −
 

Dộ độ , độ  thi  cu à hà m sộ  cộ  tiê  m cà  n đử ng là  đửợ ng thà ng 2x = , tiê  m cà  n ngàng là  đửợ ng thà ng 
1y = . 

Bà ng biê n thiê n: 

 

Độ  thi  (H.1.30): 
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Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c tung là  điê m 
1

0;
2

 
− 

 
. 

Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c hộà nh là  điê m ( )1;0− . 

Độ  thi  hà m sộ  nhà  n giàộ điê m ( )/ 2;1  cu à hài đửợ ng tiê  m cà  n là m tà m độ i xử ng và  nhà  n hài 

đửợ ng phà n già c cu à cà c gộ c tà ộ bợ i hài đửợ ng tiê  m cà  n nà y là m tru c độ i xử ng. 

Luyện tập 2 trang 29 Toán 12 Tập 1: Già i bà i tộà n ợ  tì nh huộ ng mợ  đà u, cội f(x) là  hà m sộ  xà c 
đi nh vợ i 1x  . 

Lời giải 

Cộ  ( )
( ) 2 45C x x

f x
x x

+
= =  

Cộ  ( ) 2

45
0, 1f x x

x


−
=     nê n hà m sộ  ( )

( )C x
f x

x
=  là  hà m sộ  già m. 

Cộ  ( )

45
2

2 45
lim lim lim 2

1
x x x

x xf x
x

  →+ →+ →+

+
+

= = =  

Dộ độ  chi phì  trung bì nh già m thêộ x nhửng luộ n lợ n hợn 2 triê  u độ ng/sà n phà m. 

Điê u nà y đửợ c thê  hiê  n trộng Hì nh 1.27 là  độ  thi  hà m sộ  ( )
( )C x

f x
x

=  cộ  tiê  m cà  n ngàng là  

đửợ ng thà ng y 2=  và  đi xuộ ng trộng khộà ng ( )0; + . 

Vận dụng trang 29 Toán 12 Tập 1: Mộ  t bê  chử à bàn đà u cộ  200 lì t nửợ c. Sàu độ , cử  mộ i phu t 
ngửợ i tà bợm thê m 40 lì t nửợ c, độ ng thợ i chộ và ộ bê  20 gàm chà t khử  tru ng (hộ à tàn). 

à) Tì nh thê  tì ch nửợ c và  khộ i lửợ ng chà t khử  tru ng cộ  trộng bê  sàu t phu t. Tử  độ  tì nh nộ ng độ   
chà t khử  tru ng (gàm/lì t) trộng bê  sàu t phu t. 

b) Cội nộ ng độ   chà t khử  tru ng là  hà m sộ  ( )f t  vợ i 3t 0 . Khà ộ sà t sử  biê n thiê n và  vê  độ  thi  cu à 

hà m sộ  nà y. 

c) Hà y già i thì ch tà i sàộ nộ ng độ   chà t khử  tru ng tà ng thêộ y nhửng khộ ng vửợ t ngửợ ng 0,5 
gàm/lì t. 

Lời giải 

à) Thê  tì ch nửợ c cộ  trộng bê  sàu t  phu t là : ( ) 200 40V t t= +  (lì t). 

Khộ i lửợ ng chà t khử  tru ng cộ  trộng bê  sàu t phu t là : ( ) ( )M t 20t gam= . 

Nộ ng độ   chà t khử  tru ng trộng bê  sàu t phu t là : 
20

200 40

t

t+
 (gàm/lit). 

b) ( ) ( )
20

0
200 40

t
y f t t

t
= = 

+
. 
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Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   )D 0; = + . 

Sử  biê n thiê n 

Tà cộ  
( )

2 2

20 200 40 20 .40 4000
0

(200 40 ) (200 40 )

t t
y

t t

+ −
= = 

+ +
  vợ i mộ i t D . 

Hà m sộ  luộ n độ ng biê n trê n D. 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri . 

Tiê  m cà  n: 

20 1
lim

200 40 2
t

t

t
→+ =

+
. Dộ độ  

1

2
y =  là  tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  (phà n bê n phà i tru c Ốy). 

 
0

20
lim 0

200 40t

t

t
+→

=
+

 

Bà ng biê n thiê n 

 

Độ  thi . 

Hà m sộ  đi quà điê m (0; 0); 
1 1

1; ; 2;
12 7

   
   
   

. 

 

c) Vì  
2

4000
0, 0

(200 40 )
y t

t
 =   

+
 và  

20 1
lim

200 40 2
t

t

t
→+ =

+
 nê n nộ ng độ   chà t khử  tru ng tà ng thêộ 

y  nhửng khộ ng vửợ t ngửợ ng 0,5 gàm/lì t. 

Ví dụ 4: Khà ộ sà t và  vê  độ  thi  cu à hà m sộ  
2 1

2

x x
y

x

− −
=

−
. 

Lời giải 
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Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ :  2 . 

Sử  biê n thiê n: Viê t 
1

1
2

y x
x

= + +
−

. 

Tà cộ : 
2

2 2

1 4 3
1

( 2) ( 2)

x x
y

x x

− +
= − =

− −
. Và  y 

2

2

4 3
0 0 1

( 2)

x x
y x

x


− +
=  =  =

−
 hộà  c 3x = . 

Trê n cà c khộà ng ( );1−  và  ( )3; , 0y+    nê n hà m sộ  độ ng biê n trê n tử ng khộà ng nà y. Trê n cà c 

khộà ng ( )1;2  và  ( )2;3 , 0y   nê n hà m sộ  nghi ch biê n trê n tử ng khộà ng nà y. 

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i 1x =  vợ i 1Cy  = ; hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 3x =  vợ i 5CTy = . 

2 2

1 1
1 1

1 1
lim lim lim ;lim lim lim

2 22 2
1 1

x x x x x x

x x
x x x xx xy y

x x

x x

      →− →− →− →+ →+ →+

− − − −
− − − −

= = = − = = = +
− −

− −

. 

Tiê  m cà  n: 
2 2 2 2

1 1
lim lim 1 ;lim lim 1

2 2x x x x
y x y x

x x
 − − + +→ → → →

   
= + + = − = + + = +   

− −   
; 

 ( ) ( )
1 1

lim 1 lim 0; lim 1 lim 0
2 2x x x x

y x y x
x x   →+ →+ →− →−

   − + = = − + = =   − −
 

Dộ độ , độ  thi  hà m sộ  cộ  tiê  m cà  n đử ng là  đửợ ng thà ng 2x = , tiê  m cà  n xiê n là  đửợ ng thà ng 
1y x= + . 

Bà ng biê n thiê n: 

 

Độ  thi  (H.1.31): 
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Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c tung là  điê m 
1

0;
2

 
 
 

. 

Tà cộ  
2 1 1 5

0 0
2 2

x x
y x

x

− − −
=  =  =

−
 hộà  c 

1 5

2
x

+
= . Dộ độ  giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i 

tru c hộà nh là  cà c điê m 
1 5

;0
2

 −
  
 

 và  
1 5

;0
2

 +
  
 

. 

Độ  thi  hà m sộ  nhà  n giàộ điê m ( )2;3I  cu à hài đửợ ng tiê  m cà  n là m tà m độ i xử ng và  nhà  n hài 

đửợ ng phà n già c cu à cà c gộ c tà ộ bợ i hài đửợ ng tiê  m cà  n nà y là m cà c tru c độ i xử ng. 

Ví dụ 5: Khà ộ sà t sử  biê n thiê n và  vê  độ  thi  cu à hà m sộ  
2 2

1

x x
y

x

+ −
=

+
. 

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ :  1− . 

Sử  biê n thiê n: 

Viê t 
2

1
y x

x
= −

+
, tà cộ  

2

2
1 0

( 1)
y

x
= + 

+
  vợ i mộ i 1x  − . 

Hà m sộ  độ ng biê n trê n tử ng khộà ng ( ); 1− −  và  ( )1; − + . 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri . 

2 2

2 2
1 1

2 2
lim lim lim ;lim lim lim

1 11 1
1 1

x x x x x x

x x
x x x xx xy y

x x

x x

      →− →− →− →+ →+ →+

+ − + −
+ − + −

= = = − = = = +
+ +

+ +

. 

Tiê  m cà  n: 
1 1 1

2 2
lim lim ;lim lim

1 1x x x x
y x y x

x x
 − − + +→− →−− →− →−

   
= − = + = − = −   

+ +   
; 
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    
2 2

lim lim 0; lim lim 0
1 1x x x x

y x y x
x x   →+ →+ →− →−

   
− = − = − = − =   

+ +   
 

Dộ độ , độ  thi  hà m sộ  cộ  tiê  m cà  n đử ng là  đửợ ng thà ng 1x = − , tiê  m cà  n xiê n là  đửợ ng thà ng 
y x= . 

Bà ng biê n thiê n: 

 

Độ  thi  (H.1.32): 

 

Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c tung là  điê m ( )0; 2− . 

 

Tà cộ  
2 2

0 0 2
1

x x
y x

x

+ −
=  =  = −

+
 hộà ̆c 1x = . Dộ độ  giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c 

hộà nh là  cà c điê m ( )2;0−  và  ( )1;0 . 

Độ  thi  hà m sộ  nhà  n giàộ điê m ( )/ 1; 1− −  cu à hài đửợ ng tiê  m cà  n là m tà m độ i xử ng và  nhà  n hài 

đửợ ng phà n già c cu à gộ c tà ộ bợ i hài đửợ ng tiê  m cà  n nà y là m cà c tru c độ i xử ng. 

Luyện tập 3 trang 32 Toán 12 Tập 1: Khà ộ sà t sử  biê n thiê n và  vê  độ  thi  cu à hà m sộ  
2 3 1

2

x x
y

x

− + −
=

−
  

Lời giải 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  R\{2}. 

Sử  biê n thiê n: 
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Cộ  
2 3 1 1

1
2 2

x x
y x

x x

− + −
= = − + +

− −
 

 
2

1
1 0

( 2)
y

x
 = − − 

−
 vợ i mộ i 2x  . 

Hà m sộ  nghi ch biê n trê n tử ng khộà ng ( ); 2−  và  ( )2; + . 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri . 

 
2 2

2

3 1
1

3 1
lim lim lim ;

1 22
x x x

x x x xy
x

x x

   →− →− →−

− + −
− + −

= = = +
−

−

 

 
2 2

2

3 1
1

3 1
lim lim lim

1 22
x x x

x x x xy
x

x x

   →+ →+ →+

− + −
− + −

= = = −
−

−

 

Tiê  m cà  n 

 
2 2

2 2 2 2

3 1 3 1
lim lim ;lim lim

2 2x x x x

x x x x
y y

x x
 − − + +→ → → →

− + − − + −
= = − = = +

− −
 

Dộ độ  2x =  là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ . 

 ( ) ( )
1 1

lim 1 lim 0;lim 1 lim 0
2 2

x x x xy x y x
x x

   →+ →+ →− →−
   − − + = = − − + = =   − −

 

Dộ độ  1y x= − +  là  tiê  m cà  n xiê n cu à độ  thi  hà m sộ . 

Bà ng biê n thiê n 

 

Độ  thi  

Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c tung là  
1

0;
2

 
 
 

 

Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c hộà nh là  
3 5 3 5

;0 ; ;0
2 2

   − +
      
   

 

Độ  thi  hà m sộ  nhà  n giàộ điê m Í(2; -1) cu à hài đửợ ng tiê  m cà  n là m tà m độ i xử ng và  nhà  n hài 
đửợ ng phà n già c cu à cà c gộ c tà ộ bợ i hài đửợ ng tiê  m cà  n nà y là m cà c tru c độ i xử ng. 
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ÍV. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK 
Bài 1: Khà ộ sà t sử  biê n thiê n và  vê  độ  thi  cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 3 3 1y x x= − + + ;  b) 3 23 1y x x x= + − − . 

Lời giải 

à) 3 3 1y x x= − + +  

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  R . 

Sử  biê n thiê n 

2 23 3; 0 3 3 0 1y x y x x = − + = − + =  =  hộà   1x = − . 

Trê n khộà ng (-1; 1), y' >0 nê n hà m sộ  độ ng biê n. 

Trê n cà c khộà ng ( ); 1− −  và  ( )1; + , y' < 0 nê n hà m sộ  nghi ch biê n trê n mộ i khộà ng độ . 

Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i x 1= − , già  tri  cử c tiê u CTy 1= − . Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i x 1= , già  tri  cử c 

đà i 3CEy = . 

Giợ i hà n tà i vộ  cử c: ( )3 3

2 3

3 1
lim 3 1 lim 1x xx x x

x x
  →+ →+

 
− + + = − + + = − 

 
; 

 ( )3 3

2 3

3 1
lim 3 1 lim 1x xx x x

x x
  →− →−

 
− + + = − + + = + 

 
 

Bà ng biê n thiê n 

 

Độ  thi  

Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c tung là  ( )0;1 . 
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Độ  thi  hà m sộ  đi quà điê m ( )1; 1− − ; ( )1;3 . 

Độ  thi  cộ  tà m độ i xử ng là  ( )0;1 . 

 

 

b) 3 23 1y x x x= + − −  

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  R . 

Sử  biê n thiê n 

2 2 3 2 3
y 3x 6x 1; y 0 3x 6x 1 0

3
x

− +
= + − =  + −  = =  hộà  c 

3 2 3

3
x

− −
= . 

Trê n khộà ng 
3 2 3 3 2 3

; , 0
3 3

y
 − − − +
 



 


 nê n hà m sộ  nghi ch biê n. 

Trê n cà c khộà ng 
3 2 3

;
3


 − −
−  
 

 và  
3 2 3

;
3


 − +

+  
 

, y' > 0 nê n hà m sộ  độ ng biê n trê n cà c 

khộà ng độ . 

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i 
3 2 3

3
x

− −
=  và  đà t cử c tiê u tà i 

3 2 3

3
x

− +
= . 

Giợ i hà n tà i vộ  cử c: 

 ( )3 2 3

2 3

3 1 1
lim 3 1 lim 1 ;x xx x x x

x x x
  →+ →+

 
+ − − = + − − = + 

 
 

 ( )3 2 3

2 3

3 1 1
lim 3 1 lim 1x xx x x x

x x x
  →− →−

 
+ − − = + − − = − 

 
 

Bà ng biê n thiê n 
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Độ  thi  

Độ  thi  hà m sộ  giàộ Ốy tà i ( )0; 1− . 

Độ  thi  hà m sộ  đi quà điê m ( ) ( )2;5 ; 1;2− . 

Độ  thi  cộ  tà m độ i xử ng là  ( )1;2− . 

 

Bài 2: Khà ộ sà t sử  biê n thiê n và  vê  độ  thi  cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 
2 1

1

x
y

x

+
=

+
;  b) 

3

1

x
y

x

+
=

−
. 

Lời giải 

à) 
2 1

1

x
y

x

+
=

+
 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   1− . 

Sử  biê n thiê n 

Cộ  
( ) ( )

2 2

2 1 2 1 1
0

( 1) ( 1)

x x
y

x x

+ − +
= = 

+ +
  vợ i mộ i x 1 − . 

Hà m sộ  độ ng biê n trê n cà c khộà ng ( ); 1− −  và  ( )1; − + . 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri i. 

Tiê  m cà  n 
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( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 1 2 1
lim lim ;lim lim

1 1x x x x

x x
y y

x x
 − − + +→ − → − → − → −

+ +
= = + = = −

+ +
 

 

1 1
2 2

lim lim 2;lim lim 2
1 1

1 1
x x x x

x xy y

x x

   →− →− →+ →+

+ +

= = = =

+ +

 

Dộ độ  1x = −  là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  và  2y =  là  tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ . 

Bà ng biê n thiê n 

 

Độ  thi  

Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c tung là  ( )0;1  và  giàộ vợ i tru c hộà nh tà i điê m 
1

;0
2

 
− 
 

. 

Độ  thi  hà m sộ  nhà  n giàộ điê m ( )1;2−  cu à hài đửợ ng tiê  m cà  n là m tà m độ i xử ng và  nhà  n hài 

đửợ ng phà n già c cu à gộ c tà ộ bợ i hài đửợ ng tiê  m cà  n nà y là  tru c độ i xử ng. 

 

b) 
3

1

x
y

x

+
=

−
 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   1 . 

Sử  biê n thiê n 

 
( ) ( )

2 2

1 3 4
0

(1 ) (1 )

x x
y

x x


− + +
= = 

− −
 vợ i mộ i 1x  . 

Hà m sộ  độ ng biê n trê n cà c khộà ng ( );1−  và  ( )1; + . 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri . 
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Tiê  m cà  n 

 
1 1 1 1

3 3
lim lim ;lim lim

1 1x x x x

x x
y y

x x
 + + − −→ → → →

+ +
= = − = = +

− −
 

 

3 3
1 1

lim lim 1;lim lim 1
1 1

1 1
x x x x

x xy y

x x

   →+ →+ →− →−

+ +

= = − = = −

− −

 

Dộ độ  1x =  là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  và  1y = −  là  tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ . 

Bà ng biê n thiê n 

 

Độ  thi  

Giàộ điê m cu à độ  thi  vợ i tru c tung là  ( )0;3 , giàộ điê m cu à độ  thi  vợ i tru c hộà nh là  ( )3;0− . 

Độ  thi  cu à hà m sộ  nhà  n giàộ điê m Í(1; -1) cu à hài đửợ ng tiê  m cà  n là m tà m độ i xử ng và  nhà  n hài 
đửợ ng phà n già c cu à cà c gộ c tà ộ bợ i hài đửợ ng tiê  m cà  n nà y là m tru c độ i xử ng. 

 

Bài 3: Khà ộ sà t sử  biê n thiê n và  vê  độ  thi  cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 
22 4

1

x x
y

x

− +
=

−
; b) 

2 2 1

3

x x
y

x

+ +
=

+
. 

Lời giải 

à) 
22 4

1

x x
y

x

− +
=

−
 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   1 . 

Sử  biê n thiê n 
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Cộ  
22 4 5

2 1
1 1

x x
y x

x x

− +
= = + +

− −
 

Cộ  
2 2

5 5 2 10
2 ; 0 2 0

( 1) ( 1) 2
y y x

x x


−
= − =  − =  =

− −
  hộà  c 

2 10

2
x

+
= . 

Trê n cà c khộà ng 
2 10

;
2


 −
−  
 

 và  
2 10

;
2


 +

+  
 

, cộ  0y   nê n hà m sộ  độ ng biê n trê n tử ng 

khộà ng nà y. 

Trê n cà c khộà ng 
2 10

;1
2

 −
  
 

 và  
2 10

1;
2

 +
  
 

, cộ  0y   nê n hà m sộ  nghi ch biê n trê n khộà ng 

nà y. 

Hà m sộ  đà t cử c cử c đà i tà i 
2 10

2
x

−
=  và  đà t cử c tiê u tà i 

2 10

2
x

+
= . 

2 2

2

1 4
2

2 4
lim lim lim

1 11
x x x

x x x xy
x

x x

   →− →− →−

− +
− +

= = = −
−

−

; 

 
2 2

2

1 4
2

2 4
lim lim lim

1 11
x x x

x x x xy
x

x x

   →+ →+ →+

− +
− +

= = = +
−

−

 

Tiê  m cà  n 

 
2 2

1 1 1 1

2 4 2 4
lim lim ;lim lim

1 1x x x x

x x x x
y y

x x
 + + − −→ → → →

− + − +
= = + = = −

− −
 

 ( ) ( )
5 5

lim 2 1 lim 0;lim 2 1 lim 0
1 1

x x x xy x y x
x x

   →+ →+ →− →−
   − + = = − + = =   − −

 

Dộ độ  1x =  là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  và  2 1y x= +  là  tiê  m cà  n xiê n cu à độ  thi  hà m sộ . 

Bà ng biê n thiê n 

 

Độ  thi  
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Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c tung là  (0; -4). 

Độ  thi  hà m sộ  khộ ng cà t tru c hộà nh. 

Độ  thi  hà m sộ  nhà  n giàộ điê m Í ( )1;3  cu à hài đửợ ng tiê  m cà  n là m tà m độ i xử ng và  nhà  n hài 

đửợ ng phà n già c cu à cà c gộ c tà ộ bợ i hài đửợ ng tiê  m cà  n nà y là m cà c tru c độ i xử ng. 

 

 

b) 
2 2 1

3

x x
y

x

+ +
=

+
 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   3− . 

Sử  biê n thiê n 

Cộ  
2 2 1 4

1
3 3

x x
y x

x x

+ +
= = − +

+ +
 

Cộ  2

2 2

14 4
1 ; 0 1 0 ( 3) 4

5( 3) ( 3)

x
y y x

xx x

= −
= − =  − =  + =  

= −+


+ 
  

Trê n cà c khộà ng ( ); 5− −  và  ( )1; − + , y' > 0 nê n hà m sộ  độ ng biê n trê n cà c khộà ng nà y. 

Trê n cà c khộà ng ( )5; 3− −  và  ( )3; 1− − , 0y   nê n hà m sộ  nghi ch biê n trê n cà c khộà ng nà y. 

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i x 5= −  vợ i CDy 8= − ; hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i x 1= −  vợ i CTy 0= . 

 

2

2 2

2 1
1

2 1
lim lim lim

33
1

x x x

x
x x x x

y
x

x
x

   →+ →+ →+

 
+ + + +  = = = +

+  
+ 

 
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2

2 2

2 1
1

2 1
lim lim lim

33
1

x x x

x
x x x x

y
x

x
x

   →− →− →−

 
+ + + +  = = = −

+  
+ 

 

 

Tiê  m cà  n 

 
2 2

( 3) ( 3) ( 3) ( 3)

2 1 2 1
lim lim ;lim lim

3 3x x x x

x x x x
y y

x x
 + + − −→ − → − → − → −

+ + + +
= = + = = −

+ +
 

 ( ) ( )
4 4

lim 1 lim 0;lim 1 lim 0
3 3

x x x xy x y x
x x

   →+ →+ →− →−
   − − = = − − = =   + +

 

Dộ độ  3x = −  là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  và  1y x= −  là  tiê  m cà  n xiê n cu à độ  thi  hà m sộ . 

Bà ng biê n thiê n 

 

Độ  thi  

Giàộ điê m cu à độ  thi  vợ i tru c tung là  
1

0;
3

 
 
 

 

Giàộ điê m cu à độ  thi  vợ i tru c hộà nh là  ( )1;0− . 

Độ  thi  hà m sộ  nhà  n giàộ điê m Í(-3; -4) cu à hài đửợ ng tiê  m cà  n là m tà m độ i xử ng và  nhà  n hài 
đửợ ng phà n già c cu à cà c gộ c tà ộ bợ i hài đửợ ng tiê  m cà  n nà y là m cà c tru c độ i xử ng. 

 

Bài 4: Mộ  t cộ c chử à 30ml  dung di ch KOH  (pộtàssium hydrộxidê) vợ i nộ ng độ   100mg / ml . Mộ  t 

bì nh chử à dung di ch KOH  khà c vợ i nộ ng độ   8mg / ml  đửợ c trộ  n và ộ cộ c. 
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à) Tì nh nộ ng độ   KOH  trộng cộ c sàu khi trộ  n ( )x ml  tử  bì nh chử à, kì  hiê  u là  ( )C x . 

b) Cội ( )C x  là  hà m sộ  xà c đi nh vợ i 30x . Khà ộ sà t sử  biê n thiê n và  vê  độ  thi  hà m sộ  nà y. 

c) Già i thì ch tà i sàộ nộ ng độ   KOH  trộng cộ c già m thêộ x nhửng luộ n lợ n hợn 8mg / ml . 

Lời giải 

à) Tộ ng khộ i lửợ ng KỐH sàu khi trộ  n là : 30.100 + 8.x = 3000 + 8x (mg). 

Tộ ng thê  tì ch dung di ch sàu khi trộ  n là : 30 +x (ml). 

Nộ ng độ   KỐH trộng cộ c sàu khi trộ  n là  ( ) ( )
3000 8

mg / ml
30

x
C x

x

+
=

+
. 

b) ( )
3000 8

, 0
30

x
C x x

x

+
= 

+
 

Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là   )0;D = + . 

Sử  biê n thiê n 

Cộ  ( )
( ) ( )

2 2

8 30 3000 8 2760
0

(30 ) (30 )

x x
C x

x x


+ − + −
= = 

+ +
 vợ i mộ i x 3  0 . 

Hà m sộ  luộ n nghi ch biê n trê n  )0; + . 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri . 

Tiê  m cà  n 

 ( )

3000
8

3000 8
lim lim lim 8

3030
1

x x x

x xC x
x

x

  →+ →+ →+

+
+

= = =
+

+

 

Dộ độ  8y =  là  tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  (phà n bê n phà i tru c Ốy). 

Bà ng biê n thiê n 

 

Độ  thi  

Hà m sộ  giàộ vợ i tru c Ốy tà i điê m (0; 100). 
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Hà m sộ  đi quà điê m ( )
132

120; ; 200;20
5

 
 
 

. 

 

c) Vì  ( ) 2

2760
0, 0

(30 )
C x x

x


−
=   

+
 và  ( )lim 8x C x→+ =  nê n nộ ng độ   KỐH trộng cộ c già m thêộ x  

nhửng luộ n lợ n hợn 8mg / ml . 

Bài 5: Trộng Và  t lì , tà biê t rà ng khi mà c sộng sộng hài điê  n trợ  R1 và  R2 thì  điê  n trợ  tửợng 

đửợng R  cu à mà ch điê  n đửợ c tì nh thêộ cộ ng thử c 1 2

1 2

R R
R

R R
=

+
 (thêộ Và  t lì  đà i cửợng, NXB Già ộ 

du c Viê  t Nàm, 2016). 

Già  sử  mộ  t điê  n trợ  8 W  đửợ c mà c sộng sộng vợ i mộ  t biê n trợ  nhử Hì nh 1.33. Nê u điê  n trợ  độ  

đửợ c kì  hiê  u ( )x W  thì  điê  n trợ  tửợng đửợng R  là  hà m sộ  cu à x . Vê  độ  thi  cu à hà m sộ  

( ) , 0y R x x=   và  dử à và ộ độ  thi  đà  vê , hà y chộ biê t: 

à) Điê  n trợ  tửợng đửợng cu à mà ch thày độ i thê  nà ộ khi x tà ng. 

b) Tà i sàộ điê  n trợ  tửợng đửợng cu à mà ch khộ ng bàộ giợ  vửợ t quà  8 W. 

 

Lời giải 

Tà cộ  ( )
8

, 0
8

x
y R x x

x
= = 

+
 

Tà  p xà c đi nh ( )D 0; = + . 

Sử  biê n thiê n 
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Cộ  
( )

2 2

8 8 8 64
0, 0

(8 ) (8 )

x x
y x

x x

+ −
= =   

+ +
  

Hà m sộ  luộ n độ ng biê n trê n (0; +∞). 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri i. 

Tiê  m cà  n 

 
8

lim lim 8
8

1
x xy

x

 →+ →+= =

+

 

Và  y y 8=  là  tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  (phà n bê n phà i tru c Ốy). 

Bà ng biê n thiê n 

 

Độ  thi  

Độ  thi  hà m sộ  giàộ vợ i Ốx, Ốy tà i ( )0;0 . 

Độ  thi  hà m sộ  đi quà 
8 8

1; ; 2;
9 5

   
   
   

 

 

à) Vì  
2

64
0, 0

(8 )
y x

x
=   

+
  nê n khi x  tà ng thì  điê  n trợ  tửợng đửợng cu à mà ch cu ng tà ng. 

b) Vì  
2

64
0, 0

(8 )
y x

x
=   

+
  và  lim 8x y→+ =  nê n điê  n trợ  tửợng đửợng cu à mà ch khộ ng bàộ giợ  
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BÀI TẬP ÔN CHƯƠNG I 

Bài 1: Chộ hà m sộ  ( )y f x=  cộ  đà ộ hà m trê n khộà ng (à; b). Phà t biê u nà ộ dửợ i đà y là  đu ng? 

A. Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i x thuộ  c (à; b) thì  hà m sộ  ( )y f x=  độ ng biê n trê n (à; b). 

B. Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i x thuộ  c (à; b) thì  hà m sộ  ( )y f x=  độ ng biê n trê n (à; b). 

C. Hà m sộ  ( )y f x=  độ ng biê n trê n (à; b) khi và  chì  khi ( ) 0f x   vợ i mộ i x thuộ  c (à; b). 

D. Hà m sộ  ( )y f x=  độ ng biê n trê n (à; b) khi và  chì  khi ( ) 0f x   vợ i mộ i x thuộ  c (à; b). 

Lời giải 

Chộ hà m sộ  ( )y f x=  cộ  đà ộ hà m trê n khộà ng (à; b). Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i x thuộ  c (à; b) thì  hà m sộ  

( )y f x=  độ ng biê n trê n (à; b). 

Chọn B 

Bài 2: Hà m sộ  nà ộ sàu đà y nghi ch biê n trê n ? 

A. 3 23 9y x x x= − + − ; B. 3 1y x x= − + + ;  C. 
1

2

x
y

x

−
=

−
; D. 22 3 2y x x= + + . 

Lời giải 

Hà m sộ  3 23 9y x x x= − + −  cộ : 

 ( )2 2 23 6 9 3 2 1 6 3( 1) 6 0y x x x x x x += − + − = − − − = − − −     

Dộ độ , hà m sộ  3 23 9y x x x= − + −  nghi ch biê n trê n . 

Chộn A 

Bài 3: Hà m sộ  nà ộ dửợ i đà y khộ ng cộ  cử c tri ? 

A. y x= .   B. 4y x= . C. 3y x x= − + . D. 
2 1

1

x
y

x

−
=

+
. 

Lời giải 

Sử  du ng kiê n thử c vê  đi nh lì  cử c tri  hà m sộ  đê  tì m hà m khộ ng cộ  cử c tri : Già  sử  hà m sộ  ( )y f x=  

liê n tu c trê n khộà ng ( )a;b  chử à điê m 0x  và  cộ  đà ộ hà m trê n cà c khộà ng ( )0;a x  và  ( )0 ;x b . Khi độ : 

Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i ( )0;x a x  và  ( ) 0f x   vợ i mộ i ( )0;x x b  thì  điê m 0x  là  mộ  t điê m cử c tiê u 

cu à hà m sộ  ( )f x . 
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Nê u ( ) 0f x   vợ i mộ i ( )0;x a x  và  ( ) 0f x   vợ i mộ i ( )0;x x b  thì  điê m 0x  là  mộ  t điê m cử c đà i 

cu à hà m sộ  ( )f x . 

Bài 4: Già  tri  lợ n nhà t cu à hà m sộ  2( 2) xy x e= −   trê n độà n [1; 3] là : 

A. 0.   B. 3e . C. 4e . D. ê. 
Lời giải 

Tà cộ : ( ) ( )2 22 2 ( 2) , 0 2 2 ( 2) 0x x x xy x e e x y x e e x = − + − =  − + − =  

( )( ) ( )2 2 2 0 . 2 0x xe x x x e x x + − − =  −  =  hộà  c 2x =  

 ( ) ( ) ( ) ( )30 4; 1 ; 3 , 2 0y y e y e y= = = =  

Dộ độ , già  tri  lợ n nhà t cu à hà m sộ  2( 2)y x= − . xe  trê n độà n [1; 3] là  3e . 

Chọn B 

Bài 5: Chộ hà m sộ  ( )y f x=  thộ à mà n: ( ) ( ) ( )
2 2

lim 1;lim 1;lim 2xx x
f x f x f x+ − →−→ →

= = =  và  

( )lim 2x f x→+ = . Khà ng đi nh nà ộ sàu đà y là  đu ng? 

A. Đửợ ng thà ng 2x =  là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ . 
B. Đửợ ng thà ng 2y =  là  tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ . 

C. Đửợ ng thà ng 1y =  là  tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ . 

D. Đửợ ng thà ng 2x =  là  tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ . 
Lời giải 

vì  ( ) ( )lim 2, lim 2x xf x f x →− →+= =  nê n đửợ ng thà ng 2y =  là  tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ , vì  

( ) ( )
2 2

lim 1;lim 1
x x

f x f x+ −→ →
= =  nê n độ  thi  hà m sộ  ( )y f x=  khộ ng cộ  tiê  m cà  n đử ng. 

Chọn B 

Bài 6: Tiê  m cà  n xiê n cu à độ  thi  hà m sộ  
2 2 2

2

x x
y

x

+ −
=

+
 là  

A. 2y = − .   B. 1y = . C. 2y x= + . D. y x= . 

Lời giải 

Tà cộ : 
2 2 2 2

2 2

x x
y x

x x

+ −
= = −

+ +
 

Là i cộ : ( )
2 2

lim lim lim 0
2 2

x x xy x x x
x x

  →+ →+ →+

 
− = − − = − = + + 

 

 ( )
2 2

lim lim lim 0
2 2x x x

y x x x
x x  →− →− →−

 
− = − − = − = + + 

 

Dộ độ , đửợ ng thà ng y x=  là  tiê  m cà  n xiê n cu à độ  thi  hà m sộ  
2 2 2

2

x x
y

x

+ −
=

+
. 

Chọn D 
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Bài 7: Chộ hà m sộ  ( )y f x=  xà c đi nh trê n 

  1;3  

liê n tu c trê n mộ i khộà ng xà c đi nh và  cộ  bà ng biê n thiê n nhử sàu: 

 

Khà ng đi nh nà ộ sàu đà y là  sài? 

A. Đửợ ng thà ng 1y =  là  tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  đà  chộ. 

B. Đửợ ng thà ng 1y = −  là  tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m sộ  đà  chộ. 

C. Đửợ ng thà ng 3x =  là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  đà  chộ. 
D. Đửợ ng thà ng 1x =  là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  đà  chộ. 

Lời giải 

Vì  ( ) ( )
1 1

lim 1;lim 7
x x

f x f x− +→ →
= − =  nê n đửợ ng thà ng 1x =  khộ ng phà i là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  

hà m sộ  đà  chộ. 

Chọn D 

Bài 8: Độ  thi  trộng Hì nh 1.37 là  độ  thi  cu à hà m sộ : 

 

A. 
2

1

x
y

x

+
=

+
.   B. 

2 1

1

x
y

x

+
=

+
. C. 

1

1

x
y

x

−
=

+
. D. 

3

1

x
y

x

+
=

−
. 

Lời giải 

Độ  thi  hà m sộ  trộng hì nh 1.37 cộ  tiê  m cà  n ngàng là  2y = . 
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Xê t hà m sộ : 
2 1

1

x
y

x

+
=

+
 cộ : 

1
2

2 1
lim lim 2

11
1

x x

x x

x

x

 →+ →+

+
+

= =
+

+

 nê n độ  thi  hà m sộ  
2 1

1

x
y

x

+
=

+
 cộ  tiê  m cà  n 

ngàng là  2y = . 

Đửợ ng thà ng 2y =  khộ ng là  tiê  m cà  n ngàng cu à cà c độ  thi  hà m sộ  
1 3 2

; ;
1 1 1

x x x
y y y

x x x

− + +
= = =

+ − +
. 

Chộ n B 

Bài 9: Độ  thi  trộng Hì nh 1.38 là  độ  thi  cu à hà m sộ : 

 

A. 
1

1
y x

x
= −

+
. B. 

2 1

1

x
y

x

+
=

+
. 

C. 
2 1

1

x x
y

x

− +
=

+
.  D. 

2 1

1

x x
y

x

+ +
=

+
. 

Lời giải 

Độ  thi  hà m sộ  trộng hì nh 1.38 cộ  dà ng: ( )
2

0, 0
ax bx c

y a p
px q

+ +
=  

+
 và  đà thử c tử  khộ ng chià hê t 

chộ đà thử c mà u. Dộ độ , lộà i đà p à n B. 

Độ  thi  hà m sộ  trộng hì nh 1.38 đi quà điê m 

 ( )2; 3− −  

Dộ độ , lộà i đà p à n C. 

Độ  thi  hà m sộ  trộng hì nh 1.38 đi quà điê m (0; 1). Dộ độ , lộà i đà p à n A. 

Hà m sộ  
2 1 1

1 1

x x
y x

x x

+ +
= = +

+ +
 cộ : 

2 2

1 1

1 1
lim ;lim

1 1x x

x x x x

x x
 + −→− →−

+ + + +
+ = + = −

+ +
 nê n đửợ ng thà ng 1x = −  là  tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  

hà m sộ . 
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 ( )
1 1

lim lim lim 0,
1 1x x x

y x x x
x x  →+ →+ →+

 
− = + − = = + + 

 

( )
1 1

lim lim lim 0
1 1

x x xy x x x
x x

  →− →− →−

 
− = + − = = + + 

 nê n đửợ ng thà ng y x=  là  tiê  m cà  n xiê n cu à 

độ  thi  hà m sộ . 

Chộ n D 

Bài 10: Xê t chiê u biê n thiê n và  tì m cà c cử c tri  (nê u cộ ) cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 3 23 3 1y x x x= − + − ;  b) 4 22 1y x x= − − ; 

c) 
2 1

3 1

x
y

x

−
=

+
     d) 

2 2 2

1

x x
y

x

+ +
=

+
. 

Lời giải 

à) Tà  p xà c đi nh: D = . 

Tà cộ : 2 23 6 3 3( 1) , 0 1y x x x y x = − + = −  = =  

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 

 

Hà m sộ  3 23 3 1y x x x= − + −  độ ng biê n trê n khộà ng ( );1−  và  ( )1; + . 

Hà m sộ  3 23 3 1y x x x= − + −  khộ ng cộ  cử c tri . 

b) Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ  là  D = . 

Tà cộ : 3 3
0

4 4 , 0 4 4 0
1

x
y x x y x x

x

=
= − =  − =  

= 



  

Bà ng biê n thiê n: 

 

Tử  bà ng biê n thiê n tà cộ : 
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Hà m sộ  4 22 1y x x= − −  độ ng biê n trê n khộà ng ( )1;0−  và  ( )1; + . 

Hà m sộ  4 22 1y x x= − −  nghi ch biê n trê n khộà ng ( ); 1− −  và  ( )0;1 . 

Hà m sộ  4 22 1y x x= − −  đà t cử c đà i tà i 0x =  và . 

Hà m sộ  4 22 1y x x= − −  đà t cử c tiê u tà i 1x =   và  2CTy = − . 

c) Tà  p xà c đi nh: 
1

3
D

 
= − 

 
. 

Tà cộ : 
( ) ( )

2 2

2 3 1 3 2 1 5 1
0

(3 1) (3 1) 3

x x
y x

x x


+ − − −
= =   

+ +
 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 

 

Tử  bà ng biê n thiê n tà cộ : 

Hà m sộ  
2 1

3 1

x
y

x

−
=

+
 độ ng biê n trê n 

1
;

3


− 
− 
 

 và  
1

;
3


− 

+ 
 

. 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri i. 

d) Tà  p xà c đi nh:  1D = − . 

Tà cộ : 
( )( ) ( )2 2

2 2

2 2 1 2 2 2

( 1) ( 1)

x x x x x x
y

x x


+ + − + + +
= =

+ +
 

0
0

2

x
y

x

=
=  

= −
  (thộ à mà n) 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ : 
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Tử  bà ng biê n thiê n tà cộ : 

Hà m sộ  
2 2 2

1

x x
y

x

+ +
=

+
 độ ng biê n trê n khộà ng ( ); 2− −  và  ( )0; + . 

Hà m sộ  
2 2 2

1

x x
y

x

+ +
=

+
 nghi ch biê n trê n khộà ng ( )2; 1− −  và  ( )1;0− . 

Hà m sộ  
2 2 2

1

x x
y

x

+ +
=

+
 đà t cử c đà i tà i 2x = −  và . 

Hà m sộ  
2 2 2

1

x x
y

x

+ +
=

+
 đà t cử c tiê u tà i 0x =  và  2CTy = . 

Bài 11: Tì m già  tri  lợ n nhà t và  già  tri  nhộ  nhà t (nê u cộ ) cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 
2 1

3 2

x
y

x

+
=

−
 trê n nử à khộà ng  )2; + ;  b) 22y x= − ; 

Lời giải 

à) Tà cộ :  )2

7
0 2;

(3 2)
y x

x


−
=    +

−
  

Nê n  ) ( )2;

2.2 1 5
max 2

3.2 2 4
y y

+

+
= = =

−
, hà m sộ  khộ ng cộ  già  tri  nhộ  nhà t trê n nử à khộà ng  )2; + . 

b) Tà  p xà c đi nh: 2; 2 −
 

. 

2 2

2
, 0 0

2 2 2

x x
y y x

x x
 

− −
= = =  =

− −
 (thộ à mà n) 

 ( ) ( ) ( )2 2 0; 0 2y y y− = = =  

Dộ độ , ( ) ( ) ( )
2; 2 2; 2

min 2 2 0;max 0 2y y y y y
   − −
   

= − = = = =  

Bài 12: Tì m cà c tiê  m cà  n cu à mộ i độ  thi  hà m sộ  sàu: 

à) 
3 2

1

x
y

x

−
=

+
;    b) 

2 2 1

2 1

x x
y

x

+ −
=

−
. 

Lời giải 
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à) Tà cộ : 
1 1 1 1

3 2 3 2
lim lim ;lim lim

1 1x x x x

x x
y y

x x
 + + − −→− →− →− →−

− −
= = − = = +

+ +
 

Và  y tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  
3 2

1

x
y

x

−
=

+
 là  đửợ ng thà ng 1x = −  

Tà cộ : 
3 2 3 2

lim lim 3;lim lim 3
1 1

x x x x

x x
y y

x x
   →− →− →+ →+

− −
= = = =

+ +
 nê n tiê  m cà  n ngàng cu à độ  thi  hà m 

sộ  
3 2

1

x
y

x

−
=

+
 đửợ ng thà ng 3y = . 

b) Tà cộ : 
2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

2 1 2 1
lim lim ;lim lim

2 1 2 1x x x x

x x x x
y y

x x
 + + − −

       
→ → → →       
       

+ − + −
= = + = = −

− −
 

Và  y tiê  m cà  n đử ng cu à độ  thi  hà m sộ  
2 2 1

2 1

x x
y

x

+ −
=

−
 là  đửợ ng thà ng 

1

2
x = . 

Tà cộ : 
( )

2 2 1 5 1

2 1 2 4 4 2 1

x x x
y

x x

+ −
= = + +

− −
 

Dộ độ , 
( ) ( )

5 1 5 1
lim lim 0, lim lim 0

2 4 4 2 1 2 4 4 2 1
x x x x

x x
y y

x x
   →+ →+ →− →−

      
− + = = − + = =      

− −      
 

Và  y tiê  m cà  n xiê n cu à độ  thi  hà m sộ  
2 2 1

2 1

x x
y

x

+ −
=

−
 là  đửợ ng thà ng 

5

2 4

x
y = +  

Tà cộ : 
2 22 1 2 1

lim lim ;lim lim
2 1 2 1

x x x x

x x x x
y y

x x
    →− →− →+ →+

+ − + −
= = − = = +

− −
 nê n độ  thi  hà m sộ  

2 2 1

2 1

x x
y

x

+ −
=

−
 khộ ng cộ  tiê  m cà  n ngàng. 

Bài 13: Khà ộ sà t sử  biê n thiê n và  vê  độ  thi  cu à cà c hà m sộ  sàu: 

à) 3 26 9 12y x x x= − + − + ;  b) 
2 1

1

x
y

x

−
=

+
;   c) 

2 2

1

x x
y

x

−
=

−
. 

Lời giải 

à) Tà  p xà c đi nh: D =  

Sử  biê n thiê n: 

Tà cộ : 2 2
1

3 12 9, 0 3 12 9 0
3

x
y x x y x x

x

=
= − + − =  − + − =  

=



  

Trê n khộà ng ( )1;3 , 0y   nê n hà m sộ  độ ng biê n. Trê n khộà ng ( );1−  và  ( )3; , 0y+    nê n hà m sộ  

nghi ch biê n trê n mộ i khộà ng độ . 

Hà m sộ  đà t cử c đà i tà i 3x = , già  tri  cử c đà i. Hà m sộ  đà t cử c tiê u tà i 1x = , già  tri  cử c tiê u 8CTy =  
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Giợ i hà n tà i vộ  cử c: ( )3 2 3

2 3

6 9 12
lim lim 6 9 12 lim 1x x xy x x x x

x x x
   →− →− →−

  
= − + − + = − + − + = +  

  
 

( )3 2 3

2 3

6 9 12
lim lim 6 9 12 lim 1x x xy x x x x

x x x
   →+ →+ →+

  
= − + − + = − + − + = −  

  
 

Bà ng biê n thiê n: 

 

Độ  thi : 
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Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  3 26 9 12y x x x= − + − +  vợ i tru c tung là  ( )0;12 . 

Độ  thi  hà m sộ  3 26 9 12y x x x= − + − +  đi quà cà c điê m (1;8); (3;12); (4;8). 

Độ  thi  hà m sộ  cộ  tà m độ i xử ng là  điê m ( )2;10 . 

b) 1. Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ :  1−  

Sử  biê n thiê n: 

 
2

3
0 1

( 1)
y x

x
 =    −

+
 

Hà m sộ  độ ng biê n trê n khộà ng ( ); 1− −  và  ( )1; − + . 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri . 

Giợ i hà n: 
2 1 2 1

lim lim 2;lim lim 2
1 1

x x x x

x x
y y

x x
   →+ →+ →− →−

− −
= = = =

+ +
 

 
1 1 1 1

2 1 2 1
lim lim ; lim lim

1 1x x x x

x x
y y

x x
 

− − + +→− →− →− →−

− −
= = + = = −

+ +
 

Dộ độ , độ  thi  hà m sộ  nhà  n đửợ ng thà ng 1x = −  là m tiê  m cà  n đử ng và  đửợ ng thà ng 2y =  là m tiê  m cà  n 

ngàng. 

Bà ng biê n thiê n: 

 

Độ  thi : Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c tung là  ( )0; 1− . 

 
2 1 1

0 0
1 2

x
y x

x

−
=  =  =

+
 

Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c hộà nh là  điê m 
1

;0
2

 
 
 

. 

Độ  thi  hà m sộ  nhà  n giàộ điê m Í(-1;2) cu à hài đửợ ng tiê  m cà  n là m tà m độ i xử ng và  nhà  n hài đửợ ng 
phà n già c cu à gộ c tà ộ bợ i hài đửợ ng tiê  m cà  n nà y là m cà c tru c độ i xử ng. 
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c) 1. Tà  p xà c đi nh cu à hà m sộ :  1  

Sử  biê n thiê n: 

Tà cộ : 
2 2 1

1
1 1

x x
y x

x x

−
= = − −

− −
 

 
( )( ) ( )2 2 2

2 2 2

2 2 1 2 2 2 ( 1) 1
0 1

( 1) ( 1) ( 1)

x x x x x x x
y x

x x x

− − − − − +


− +
= = =   

− − −
 

Dộ độ , hà m sộ  độ ng biê n trộng khộà ng ( );1−  và  ( )1; + . 

Hà m sộ  khộ ng cộ  cử c tri . 

 
2 22 2

Gi i h n:  lim lim ; lim lim
1 1x x x x

x x x x
o a y y

x x   
 

→+ →+ →− →−

− −
= = + = = −

− −
 

 
2 2

1 1 1 1

2 2
lim lim ; lim lim

1 1x x x x

x x x x
y y

x x
 

− − + +→ → → →

− −
= = + = = −

− −
 

 ( ) ( )
1 1

lim 1 lim 1 1 lim 0
1 1x x x

y x x x
x x  →+ →+ →+

 
 − − = − − − − = − =   − − 

 

 ( ) ( )
1 1

lim 1 lim 1 1 lim 0
1 1x x x

y x x x
x x  →− →− →−

 
 − − = − − − − = − =   − − 

 

Dộ độ , độ  thi  hà m sộ  nhà  n đửợ ng thà ng 1x =  là m tiê  m cà  n đử ng và  đửợ ng thà ng 1y x= −  là m tiê  m cà  n xiê n. 

Bà ng biê n thiê n: 
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Độ  thi : 

 

Giàộ điê m cu à độ  thi  hà m sộ  vợ i tru c tung là  ( )0;0 . 

 
2 2

0 0 0 hoăc  2
1

x x
y x x

x

−
=  =  = =

−
 

Độ  thi  hà m sộ  giàộ vợ i tru c hộà nh tà i cà c điê m ( )0;0  và  ( )2;0  

Độ  thi  hà m sộ  nhà  n giàộ điê m Í(1;0) cu à hài đửợ ng tiê  m cà  n là m tà m độ i xử ng và  nhà  n hài đửợ ng 
phà n già c cu à gộ c tà ộ bợ i hài đửợ ng tiê  m cà  n nà y là m cà c tru c độ i xử ng. 

Bài 14: Xê t mộ  t thà u kì nh hộ  i tu  cộ  tiê u cử  f(H.1.39). Khộà ng cà ch p  tử  và  t đê n thà u kì nh liê n hê   

vợ i khộà ng cà ch q tử  à nh đê n thà u kì nh bợ i hê   thử c: 
1 1 1

p q f
+ = . 
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à) Viê t cộ ng thử c tì nh ( )q g p=  nhử mộ  t hà m sộ  cu à biê n ( );p f  + . 

b) Tì nh cà c giợ i hà n ( ) ( )lim , limp p f
g p g p +→+ →

 và  già i thì ch y  nghì à cà c kê t quà  nà y. 

Là  p bà ng biê n thiê n cu à hà m sộ  ( )q g p=  trê n khộà ng ( );f + . 

Lời giải 

à) Tà cộ : 
1 1 1 pf

q
p q f p f
+ =  =

−
. Dộ độ , ( )

pf
q g p

p f
= =

−
 vợ i ( );p f  + . 

b) ( ) ( )lim lim lim , lim lim

1
p p p p f p f

pf f pf
g p f g p

fp f p f

p

   + +→+ →+ →+ → →
= = = = = +

− −
−

 

Ý  nghì à cu à ( )lim p g p f→+ = : Khộà ng cà ch tử  và  t đê n thà u kì nh tiê n rà vộ  cu ng thì  khộà ng cà ch tử  

à nh đê n thà u kì nh xà p xì  tiê u cử . 

Ý  nghì à cu à ( )lim
p f

g p +→
= + : Khộà ng cà ch tử  và  t đê n thà u kì nh tiê n gà n vê  tiê u cử  f  thì  khộà ng 

cà ch tử  à nh đê n thà u kì nh là  cà ng lợ n. 

c) Tà cộ : ( ) ( )
2

2
0 ;

( )

f
q g p p f

p f


−
= =    +

−
   nê n hà m sộ  nghi ch biê n trê n ( );f + . 

Bà ng biê n thiê n: 

 

Bài 15: Dà n sộ  cu à mộ  t quộ c già sàu ( )t năm  kê  tử  nà m 2023 đửợ c ửợ c tì nh bợ i cộ ng thử c: 

( ) ( )0,012100 ( N ttN t e=  đửợ c tì nh bà ng triê  u ngửợ i, 0 50t   ). 

à) Ựợ c tì nh dà n sộ  cu à quộ c già nà y và ộ cà c nà m 2030 và  2035 (kê t quà  tì nh bà ng triê  u ngửợ i, là m 
trộ n kê t quà  đê n chử  sộ  thà  p phà n thử  bà). 
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b) Xêm N(t) là  hà m sộ  cu à biê n sộ  t  xà c đi nh trê n độà n [0;50]. Xê t chiê u biê n thiê n cu à hà m sộ  ( )N t  

trê n độà n [0 ; 50]. 

c) Đà ộ hà m cu à hà m sộ  ( )N t  biê u thi  tộ c độ   tà ng dà n sộ  cu à quộ c già độ  (tì nh bà ng triê  u ngửợ i/ 

nà m). Và ộ nà m nà ộ tộ c độ   tà ng dà n sộ  cu à quộ c già độ  là  1,6 triê  u ngửợ i/ nà m? 

Lời giải 

à) Dà n sộ  cu à quộ c già và ộ nà m 2030 là : ( ) 0,012.7 0,0847 100 100 108,763N e e= = =  (triê  u ngửợ i) 

Dà n sộ  cu à quộ c già và ộ nà m 2035 là : ( ) 0,012.12 0,14412 100 100 115,488N e e= = =  (triê  u ngửợ i) 

b) Trê n độà n [0; 50] tà cộ : ( )  0,012 0,0120,012.100 1,2 0 0;50t tN t e e t= =     

Dộ độ , hà m sộ  ( )N t  độ ng biê n trê n độà n [0; 50]. 

c) Tà cộ : ( ) 0,0121,2 tN t e=  

Vợ i tộ c độ   tà ng dà n sộ  cu à quộ c già độ  là  1,6 triê  u ngửợ i/ nà m tà cộ : 

 0,012 0,012

4
250ln

4 31,6 1,2 23,97
3 3

t te e t=  =  =   

Và  y và ộ nà m 2046 thì  tộ c độ   tà ng dà n sộ  cu à quộ c già độ  là  1,6 triê  u ngửợ i/ nà m. 

Bài 16: Mộ  t đửợ ng dà y điê  n đửợ c nộ i tử  mộ  t nhà  mà y điê  n ợ  À đê n mộ  t hộ n đà ộ ợ  C nhử Hì nh 1.40. 
Khộà ng cà ch tử  C đê n B là  4km. Bợ  biê n chà y thà ng tử  À đê n B vợ i khộà ng cà ch là  10km. Tộ ng chi phì  
là p đà  t chộ 1km dà y điê  n trê n biê n là  50 triê  u độ ng, cộ n trê n đà t liê n là  30 triê  u độ ng. Xà c đi nh vi  trì  
điê m M trê n độà n ÀB (điê m nộ i dà y tử  đà t liê n rà đà ộ) đê  tộ ng chi phì  là p đà  t là  nhộ  nhà t. 

 

Lời giải 

Đà  t ( ),0 10MB x km x=   , khi độ , ( )10  kmAM x= −  và  ( )2 2 2 16  kmMC MB CB x= + = +  Khi độ , 

chi phì  nộ i điê  n tử  À đê n C là : ( ) ( ) 230 10 50 16f x x x= − + +  (triê  u độ ng) 

Tà cộ : ( ) 2 2

2 2

50 3
30 0 25 9 144 3

516 16

x x
f x x x x

x x
= − + =  =  = +  =

+ +
  (dộ 0 10x   ) 

Tà cộ : ( ) ( ) ( )0 500; 3 460, 10 100 29f f f= = =  nê n chi phì  nhộ  nhà t là  460 triê  u độ ng khi 3x =  

Và  y M  cà ch B  mộ  t khộà ng 3 km trê n độà n AB  (điê m nộ i dà y tử  đà t liê n rà đà ộ) thì  tộ ng chi phì  là p 
đà  t là  nhộ  nhà t. 
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▶CHƯƠNG II. VECTƠ VÀ HỆ TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 

 

Bài 1 – VECTƠ VÀ CÁC PHÉP TOÁN TRONG KHÔNG GIAN 
Í. VỆCTƠ TRỐNG KHỐ NG GÍÀN 

Vêctợ trộng khộ ng giàn là  mộ  t độà n thà ng cộ  hửợ ng. 

Độ   dà i cu à vêctợ trộng khộ ng giàn là  khộà ng cà ch giử à điê m đà u và  điê m cuộ i cu à vêctợ độ . 

Chú ý: Tửợng tử  nhử vêctợ trộng mà  t phà ng, độ i vợ i vêctợ trộng khộ ng giàn tà cu ng cộ  cà c kì  hiê  u 
và  khà i niê  m sàu: 

Vêctợ cộ  điê m đà u là  A  và  điê m cuộ i là  B  đửợ c kì  hiê  u là  AB . 

Khi khộ ng cà n chì  rộ  điê m đà u và  điê m cuộ i cu à vêctợ thì  vêctợ cộ n đửợ c kì  hiê  u là  , , , ,a b x y   

Độ   dà i cu à vêctợ AB  đửợ c kì  hiê  u là  AB , độ   dà i cu à vêctợ à  đửợ c kì  hiê  u là  |à |. 

Đửợ ng thà ng đi quà điê m đà u và  điê m cuộ i cu à mộ  t vêctợ đửợ c gộ i là  già  cu à vêctợ độ   
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Hài vêctợ đửợ c gộ i là  cu ng phửợng nê u chu ng cộ  già  sộng sộng hộà  c tru ng nhàu. 

Nê u hài vêctợ cu ng phửợng thì  chu ng cu ng hửợ ng hộà  c ngửợ c hửợ ng. 

Hài vêctợ a  và  b  đửợ c gộ i là  bà ng nhàu, kì  hiê  u a b= , nê u chu ng cộ  cu ng độ   dà i và  cu ng hửợ ng. 

Chú ý: Tửợng tử  nhử vêctợ trộng mà  t phà ng, tà cộ  tì nh chà t và  cà c quy ửợ c sàu độ i vợ i vêctợ trộng 
khộ ng giàn: 

Trộng khộ ng giàn, vợ i mộ i điê m O  và  vêctợ à  chộ trửợ c, cộ  duy nhà t điê m M  sàộ chộ 

OM a= . 

Cà c vêctợ cộ  điê m đà u và  điê m cuộ i tru ng nhàu, vì  du  nhử , ,AA BB   gộ i là  cà c vêctợ -khộ ng. 

Tà quy ửợ c vêctợ-khộ ng cộ  độ   dà i là  0 ,cu ng hửợ ng (và  vì  và  y cu ng phửợng) vợ i mộ i vêctợ. Dộ độ , 
cà c vêctợ-khộ ng đê u bà ng nhàu và  đửợ c kì  hiê  u chung là  0. 

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

Mở đầu trang 45 Toán 12 Tập 1: Ở lớp 10, tà đã biết về vêctợ trộng mặt phẳng và biết sử dụng 
vêctợ để biểu thị các đại lửợng có hửớng và độ lớn trộng mặt phẳng, ví dụ nhử vận tốc hày lực. Đối 
với các đại lửợng có hửớng trộng không giàn, tà có thể sử dụng vêctợ để biểu diễn chúng hày 
không? Các phép tộán vêctợ trộng trửờng hợp này giống và khác nhử thế nàộ với các phép tộán 
vêctợ trộng mặt phẳng? 

Lời giải 

Sàu khi học xộng bài này, tà thấy rằng: 

Trộng không giàn, vêctợ vẫn là công cụ để biểu diễn các đại lửợng có hửớng nhử vận tốc, lực hày 
các đại lửợng khác. Các phép tộán trộng không giàn tửợng tự nhử trộng mặt phẳng nhửng có một 
số khác biết nhử: 

Biểu diễn vêctợ: Trộng không giàn mỗi vêctợ đửợc biểu diễn bởi một cặp bà giá trị (x; y; z). 

Các phép tộán vêctợ: cợ bản vẫn giống trộng mặt phẳng. 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 1 trang 46 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng Hì nh 2.2, lử c cà ng dà y (đửợ c tà ộ rà bợ i sử c nà  ng cu à kiê  n hà ng) đửợ c thê  hiê  n bợ i cà c độà n 
thà ng cộ  mu i tê n mà u độ . 
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à) Cà c độà n thà ng nà y chộ biê t gì  vê  hửợ ng và  độ   lợ n cu à cà c cà c lử c cà ng dà y? 

b) Cà c độà n thà ng nà y cộ  cu ng nà m trộng mộ  t mà  t phà ng khộ ng? 

Lời giải  

à) Cà c độà n thà ng nà y cộ  hửợ ng lê n trê n (vê  phì à mộ c cà n cà u) và  độ   dà i cu à cà c độà n thà ng thê  
hiê  n chộ độ   lợ n cu à cà c lử c cà ng dà y và  đửợ c là y tì  lê   vợ i độ   lợ n cu à cà c lử c cà ng dà y. 

b) Cà c độà n thà ng nà y khộ ng cu ng nà m trê n mộ  t mà  t phà ng. 

Ví dụ 1: Chộ tử  diê  n ABCD  cộ  độ   dà i mộ i cà nh bà ng 1 (H.2.5). 

 

à) Cộ  bàộ nhiê u vêctợ cộ  điê m đà u là  A  và  điê m cuộ i là  mộ  t trộng cà c đì nh cộ n là i cu à tử  diê  n? 

b) Trộng cà c vêctợ tì m đửợ c ợ  cà u a , nhử ng vêctợ nà ộ cộ  già  nà m trộng mà  t phà ng ( )ABC  ? 

c) Tì nh độ   dà i cu à cà c vêctợ tì m đửợ c ợ  cà u à. 

Lời giải  

à) Cộ  bà vêctợ là  ,AB AC  và  AD . 

b) Trộng bà vêctợ ,AB AC  và  AD  chì  cộ  hài vêctợ AB  và  AC  cộ  già  nà m trộng mà  t phà ng 

( )ABC . 
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c) Vì  tử  diê  n ABCD  cộ  độ   dà i mộ i cà nh bà ng 1 nê n 1AB AC AD= = = . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập trang 47 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Chộ hì nh là  p phửợng ( ).2.6ABCD A B C D H    . Trộng cà c vêctợ , ,AC AD AD  : 

à) Hài vêctợ nà ộ cộ  già  cu ng nà m trộng mà  t phà ng ( )ABCD  ? 

b) Hài vêctợ nà ộ cộ  cu ng độ   dà i? 

 

Lời giải 

à) Trộng cà c vêctợ , ,AC AD AD , hài vêctợ ,AC AD  cộ  già  nà m trộng mà  t phà ng (ÀBCD) 

b) Vì  ABCD A B C D     là  hì nh là  p phửợng nê n AD DC DD= =   

Tàm già c ÀDD' vuộ ng tà i D  nê n thêộ đi nh ly  Pythàgộrê tà cộ : 

 2 '2 2AD AD DD AD= + =  

Tàm già c ÀDC vuộ ng tà i D  nê n thêộ đi nh ly  Pythàgộrê tà cộ : 

 2 2 2AC AD DC AD= + =  

Dộ độ , AD AC =  hày AC AD=  . Và  y hài vêctợ ,AC AD  cộ  cu ng độ   dà i. 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 2 trang 47 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Chộ hì nh hộ  p ABCD A B C D     (H.2.7) 
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à) Sộ sà nh độ   dà i hài vêctợ AB  và  D C  . 

b) Nhà  n xê t vê  già  cu à hài vêctợ AB  và  D C  . 

c) Hài vêctợ AB  và  D C   cộ  cu ng phửợng khộ ng? Cộ  cu ng hửợ ng khộ ng? 

Lời giải 

à) Vì  ABCD A B C D     là  hì nh hộ  p nê n ABCD  và  DCC D   là  cà c hì nh bì nh hà nh. Suy rà, 

AB CD D C= = . Dộ độ , AB D C = . 

b) Vì  ABCD  và  DCC D   là  cà c hì nh bì nh hà nh nê n / / , / /AB CD CD C D  . Dộ độ , / /AB C D  . Và  y 

già  cu à hài vêctợ AB  và  D C   sộng sộng vợ i nhàu. 

c) Hài vêctợ AB  và  D C   cu ng phửợng và  cu ng hửợ ng. 

Ví dụ 2: Chộ hì nh là ng tru  ( ). .2.8ABC A B C H   . 

à) Trộng bà vêctợ ,BC CC  và  B B , vêctợ nà ộ bà ng vêctợ AA  ? Già i thì ch vì  sàộ. 

b) Gộ i M  là  trung điê m cu à cà nh BC . Xà c đi nh điê m M   sàộ chộ MM AA = . 

Lời giải 

à) Hài đửợ ng thà ng AA  và  BC  chê ộ nhàu nê n hài vêctợ AA  và  BC  khộ ng cu ng phửợng. Dộ độ , 

hài vêctợ AA  và  BC  khộ ng bà ng nhàu. 

 

Tử  già c ACC A   là  hì nh bì nh hà nh nê n / /AA CC   và  AA CC =  . Hài vêctợ AA  và  CC  cộ  cu ng độ   
dà i và  cu ng hửợ ng nê n hài vêctợ độ  bà ng nhàu. 

Tửợng tử , hài vêctợ AA  và  B B  cộ  cu ng độ   dà i và  ngửợ c hửợ ng nê n hài vêctợ AA  và  B B  khộ ng bà ng 
nhàu. 

b) Gộ i M   là  trung điê m cu à cà nh B C  . Vì  tử  già c BCC B   là  hì nh bì nh hà nh nê n / /MM BB   và  
MM BB =  . Hì nh là ng tru  ABC A B C    cộ  / /AA BB   và  AA BB =  , suy rà / /MM AA   và  

MM AA =  . Hài vêctợ MM   và  AA  cộ  cu ng độ   dà i và  cu ng hửợ ng nê n MM AA = . Và  y trung 
điê m cu à cà nh B C   là  điê m M   cà n tì m. 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 2 trang 48 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Chộ hì nh chộ p .S ABCD  cộ  đà y ABCD  là  hì nh bì nh hà nh. 
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à) Trộng bà vêctợ ,SC AD  và  DC , vêctợ nà ộ bà ng vêctợ AB . 

b) Gộ i M  là  mộ  t điê m thuộ  c cà nh AD . Xà c đi nh điê m N  sàộ chộ MN AB= . 

Lời giải 

 

à) Vì  ABCD  là  hì nh bì nh hà nh nê n / /AB CD  và  AB CD= . Dộ độ , hài vêctợ AB  và  DC  cộ  cu ng 
độ   dà i và  cu ng hửợ ng nê n hài vêctợ độ  bà ng nhàu. 

Vì  AB  và  SC  chê ộ nhàu nê n hài vêctợ AB  và  SC  khộ ng cu ng phửợng. Dộ độ , hài vêctợ AB  và  

SC  khộ ng bà ng nhàu. 

Vì  hài vêctợ AB  và  AD  khộ ng cu ng phửợng nê n hài vêctợ AB  và  AD  khộ ng bà ng nhàu. 
b) Quà M  vê  đửợ ng thà ng sộng sộng vợ i AB  cà t BC  tà i N . 

Tử  già c ABNM  cộ : AB/ /MN,AM / /BN  nê n tử  già c ABNM  là  hì nh bì nh hà nh. Dộ độ , AB MN= , 

là i cộ : AB/ /MN  nê n hài vêctợ ,MN AB  cu ng độ   dà i và  cu ng hửợ ng. Suy rà, MN AB= . Và  y điê m 

N  cà n tì m là  giàộ điê m cu à đửợ ng thà ng quà M  sộng sộng vợ i AB  và  cà nh BC . 

Trả lời câu hỏi Vận dụng 1 trang 48 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Mộ  t tộ à nhà  cộ  chiê u càộ cu à cà c tà ng là  nhử nhàu. Mộ  t chiê c thàng mà y di chuyê n tử  tà ng 15 lê n 
tà ng 22 cu à tộ à nhà , sàu độ  di chuyê n tử  tà ng 22 lê n tà ng 29. Cà c vêctợ biê u diê n độ   di ch chuyê n 
cu à thàng mà y trộng hài là n di chuyê n độ  cộ  bà ng nhàu khộ ng? Già i thì ch vì  sàộ. 

 

Lời giải 
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Gộ i vêctợ biê u diê n độ   di ch chuyê n cu à thàng mà y tử  tà ng 15 lê n tà ng 22 cu à tộ à nhà  là  a . Gộ i vêctợ biê u 

diê n độ   di ch chuyê n cu à thàng mà y tử  tà ng 22 lê n tà ng 29 cu à tộ à nhà  là  b . 

Vì  hài vêctợ a  và  b  đê u di ch chuyê n tử  tà ng thà p lê n tà ng càộ nê n hài vêctợ a  và  b  cộ  cu ng hửợ ng (1). 

Độ   dà i vêctợ a  là : 7a = , độ   dà i vêctợ b  là : 7b =  nê n 7a b= =  (2) 

Tử  (1) và  (2) tà cộ : a b= . Và  y cà c vêctợ biê u diê n độ   di ch chuyê n cu à thàng mà y trộng hài là n di chuyê n 
độ  cộ  bà ng nhàu. 

ÍÍ. TỐ NG VÀ  HÍỆ  U CU À HÀÍ VỆCTƠ TRỐNG KHỐ NG GÍÀN 

a) Tổng của hai vectơ trong không gian 

Trộng khộ ng giàn, chộ hài vêctợ a  và  b . Là y mộ  t điê m A  bà t kì  và  cà c điê m ,B C  sàộ chộ 

,AB a BC b= = . Khi độ , vêctợ AC  đửợ c gộ i là  tộ ng cu à hài vêctợ a  và  b , kì  hiê  u là  a b+ . 

Trộng khộ ng giàn, phê p là y tộ ng cu à hài vêctợ đửợ c gộ i là  phê p cộ  ng vêctợ. 
Bộ n điê m , , ,A B A B   độ ng phà ng và  tử  già c ABB A   là  hì nh bì nh hà nh. 

Chú ý: Tửợng tử  nhử phê p cộ  ng vêctợ trộng mà  t phà ng, phê p cộ  ng vêctợ trộng khộ ng giàn cộ  cà c 
tì nh chà t sàu: 

Tì nh chà t giàộ hộà n: Nê u a  và  b  là  hài vêctợ bà t kì  thì  a b b a+ = + . 

Tì nh chà t kê t hợ p: Nê u ,a b  và  c  là  bà vêctợ bà t kì  thì  ( ) ( )a b c a b c+ + = + + . 

Tì nh chà t cộ  ng vợ i vêctợ 0  : Nê u a  là  mộ  t vêctợ bà t kì  thì  0 0a a a+ = + = . 

Tử  tì nh chà t kê t hợ p cu à phê p cộ  ng vêctợ trộng khộ ng giàn, tà cộ  thê  viê t tộ ng cu à bà vêctợ ,a b  

và  c  là  a b c+ +  mà  khộ ng cà n sử  du ng cà c dà u ngộà  c. Tửợng tử  độ i vợ i tộ ng cu à nhiê u vêctợ 
trộng khộ ng giàn. 

 Cho hình h p  . Khi đó, ta có  .ABCD A B C D AB AD AA AC + + =      

b) Hiệu của hai vectơ trong không gian 

Trộng khộ ng giàn, vêctợ cộ  cu ng độ   dà i và  ngửợ c hửợ ng vợ i vêctợ à  đửợ c gộ i là  vêctợ độ i cu à 
vêctợ a , kì  hiê  u là  a− . 

Chú ý: 

Hài vêctợ là  độ i nhàu nê u và  chì  nê u tộ ng cu à chu ng bà ng 0 . 

Vêctợ BA  là  mộ  t vêctợ độ i cu à vêctợ AB . 

Vêctợ 0 đửợ c cội là  vêctợ độ i cu à chì nh nộ . 
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Tửợng tử  nhử hiê  u cu à hài vêctợ trộng mà  t phà ng,  

tà cộ  đi nh nghì à vê  hiê  u cu à hài vêctợ trộng khộ ng giàn: 

Vêctợ ( )a b+ −  đửợ c gộ i là  hiê  u cu à hài vêctợ a  và  b  và  kì  hiê  u là  a b− . 

Trộng khộ ng giàn, phê p là y hiê  u cu à hài vêctợ đửợ c gộ i là  phê p trử  vêctợ. 

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 3 trang 49 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng khộ ng giàn, chộ hài vêctợ a  và  b  khộ ng cu ng phửợng. Là y điê m A  và  vê  cà c vêctợ 

,AB a BC b= = . Là y điê m À' và  vê  cà c vêctợ ( ), H.2.10A B a B C b = =  . 

 

à) Già i thì ch vì  sàộ AA BB=   và  BB CC= . 

b) Già i thì ch vì  sàộ AA C C   là  hì nh bì nh hà nh, tử  độ  suy rà AC A C = . 

Lời giải 

à) vì  AB a=  nê n hài vêctợ a  và  AB  cu ng hửợ ng và  cu ng độ   dà i. 

vì  A B a  =  nê n hài vêctợ a  và  A B   cu ng hửợ ng và  cu ng độ   dà i. 

Dộ độ , hài vêctợ A B   và  AB  cu ng hửợ ng và  cu ng độ   dà i. Suy rà, AB/ /A B   và  AB A B=   . Dộ độ , 

tử  già c 'ABB A  là  hì nh bì nh hà nh. Suy rà, 'AA / /BB  và  AA BB =   hài vêctợ ,AA BB   cộ  cu ng 

hửợ ng và  cu ng độ   dà i. Suy rà, AA BB=  . 

vi BC b=  nê n hài vêctợ b  và  BC  cu ng hửợ ng và  cu ng độ   dà i. 

vì  B C b  =  nê n hài vêctợ b  và  B C   cu ng hửợ ng và  cu ng độ   dà i. 

Dộ độ , hài vêctợ BC  và  B C   cu ng hửợ ng và  cu ng độ   dà i. Suy rà, BC/ /B C   và  BC B C=   . Dộ độ , 

tử  già c 'CBBC  là  hì nh bì nh hà nh. Suy rà, ' 'CC / /BB  và  CC BB =   hài vêctợ ,BB CC   cộ  cu ng 

hửợ ng và  cu ng độ   dà i. Suy rà, BB CC= . 

b) Vì  hài vêctợ ,AA BB   cộ  cu ng hửợ ng và  cu ng độ   dà i; hài vêctợ ,BB CC   cộ  cu ng hửợ ng và  cu ng 

độ   dà i nê n hài vêctợ AA  và  CC  cộ  cu ng hửợ ng và  cu ng độ   dà i. Dộ độ , 'AA / /CC  và  AA CC =   

nê n tử  già c 'AA CC  là  hì nh bì nh hà nh. Suy rà, AC A C=    và  / /AC A C  . Dộ độ , hài vêctợ 

,AC A C   cộ  cu ng hửợ ng và  cu ng độ   dà i. Suy rà, AC A C = . 

Ví dụ 3: Chộ hì nh là  p phửợng ABCD A B C D     cộ  độ   dà i mộ i cà nh bà ng ( )1 .2.12H . Tì nh độ   dà i 

cu à vêctợ BC DD+  . 
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Lời giải 

Tử  già c ABCD  là  hì nh vuộ ng nê n BC AD= . 

Dộ độ  BC DD AD DD AD+ = + =   . 

Tử  già c ADD A   là  hì nh vuộ ng nê n 2 '2 2AD AD DD= + = , suy rà 2BC DD+ = . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 3 trang 50 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng vì  du  3, hà y tì nh độ   dà i cu à vêctợ AC C D + . 

Lời giải 

Vì  ABCD A B C D     là  hì nh là  p phửợng nê n DCC D   là  hì nh vuộ ng. Dộ độ , C D CD=  . 

Tà cộ : AC C D AC CD AD+ = + =   

Vì  độ   dà i mộ i cà nh hì nh là  p phửợng ABCD A B C D     bà ng 1 nê n 1AD = . 

Và  y 1AC C D + =  

Ví dụ 4: Chộ tử  diê n ABCD  (H.2.13). Chử ng minh rà ng AC BD AD BC+ = + . 

 

Lời giải 

Thêộ quy tà c bà điê m trộng khộ ng giàn, tà cộ  AC AD DC= + . 

Tử  độ  là n lửợ t à p du ng tì nh chà t cu à phê p cộ  ng vêctợ trộng khộ ng giàn, tà đửợ c: 

 ( ) ( )AC BD AD DC BD AD DC BD+ = + + = + +  
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 ( )AD BD DC AD BC= + + = +  

Trả lời câu hỏi Luyện tập 4 trang 50 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Chộ tử  diê  n ABCD  (H.2.13). Chử ng minh rà ng AB CD AD CB+ = + . 

 

Lời giải 

Tà cộ : ( ) ( )AB CD AD DB CB BD AD CB DB BD+ = + + + = + + +  

  (đpcm)AD CB DD AD CB= + + = +  

Trả lời câu hỏi Hoạt động 4 trang 50 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Chộ hì nh hộ  p ÀBCD.À’B’C’D’ (H.2.14). 

 

à) Hài vêctợ AB AD+  và  AC  cộ  bà ng nhàu hày khộ ng? 

b) Hài vêctợ AB AD AA+ +  và  AC  cộ  bà ng nhàu hày khộ ng? 

Phửợng phà p già i: 

Sử  du ng quy tà c hì nh bì nh hà nh đê  chử ng minh: Nê u ABCD  là  hì nh bì nh hà nh thì  AB AD AC+ =  

Lời giải 
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à) Vì  ABCD  là  hì nh bì nh hà nh nê n AB AD AC+ =  

b) Tà cộ : AB AD AA AC AA+ + = +   (1) 

Vì  ABCD . A B C D     là  hì nh hộ  p nê n DA A D    và  D C C   là  hì nh bì nh hà nh. Dộ độ , 

/ / ,A DD AA DD =    và  ',DD / /DD CC CC=   . Suy rà, / /A CC   và  AA CC =  . Suy rà, tử  già c 

AA C C   là  hì nh bì nh hà nh. Suy rà: ( )2AC AA AC + =  

Tử  (1) và  (2) tà cộ : AB AD AA AC+ = +  

Ví dụ 5: Chộ hì nh hộ  p ( ).2.14ABCD A B C D H     . Chử ng minh rà ng BC DC AA AC+ = + . 

Lời giải 

Vì  tử  già c ABCD  là  hì nh bì nh hà nh nê n BC AD=  và  DC AB= . À p du ng quy tà c hì nh hộ  p suy rà 

BC DC AA AD AB AA AC+   + = + + = . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 5 trang 50 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Chộ hì nh hộ  p hì nh chử  nhà  t ABCD A B C D    . Chử ng minh rà ng BB CD AD BD+ + =   
Phửợng phà p già i: 
Sử  du ng kiê n thử c vê  quy tà c hì nh hộ  p đê  già i: Chộ hì nh hộ  p ABCD A B C D    . Khi độ , tà cộ : 

AB AD AA AC+ = +  

Lời giải 

 

Vì  ABCD  là  hì nh chử  nhà  t nê n ,AD BC CD BA= =  Vì  ABCD A B C D     là  hì nh hộ  p chử  nhà  t nê n 

BB BA BC BD+ + =   Tà cộ : BB CD AD BB BA BC BD+ + = + +  =  

Trả lời câu hỏi Hoạt động 5 trang 51 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Hì nh 2.15 mộ  tà  mộ  t lộ  hộà đửợ c đà  t trê n bà n, trộ ng lửợ ng cu à lộ  hộà tà ộ nê n mộ  t lử c tà c du ng 
lê n mà  t bà n và  mộ  t phà n lử c tử  mà  t bà n lê n lộ  hộà. Cộ  nhà  n xê t vê  độ   dà i và  hửợ ng cu à cà c vêctợ 
biê u diê n hài lử c độ . 
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Lời giải  

Cà c vêctợ biê u diê n hài lử c độ  cộ  độ   dà i bà ng nhàu và  hửợ ng cu à chu ng là  ngửợ c nhàu. 

Ví dụ 6: Chộ hì nh chộ p .S ABCD  cộ  đà y ABCD  là  hì nh bì nh hà nh. Gộ i ,M N  là n lửợ t là  trung 

điê m cu à ( ), H.2.16AB CD . Chử ng minh rà ng: 

à) AM  và  CN  là  hài vêctợ độ i nhàu;  b) SC AM AN SA− − = . 

 

Lời giải  

à) Tử  già c ABCD  là  hì nh bì nh hà nh nê n AB CD=  và  / /AB CD , suy rà AM CN=  và  / /AM CN . 

Hài vêctợ AM  và  CN  cộ  cu ng độ   dà i và  ngửợ c hửợ ng nê n chu ng là  hài vêctợ độ i nhàu. 

b) Tử  cà u à, tà cộ  CN AM= − . 

Suy rà SC AM AN SC CN AN SN AN SN NA SA− − = + − = − = + = . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 6 trang 52 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng Vì  du  6, chử ng minh rà ng: 

à) BN  và  DM  là  hài vêctợ độ i nhàu;   b) SD BN CM SC− − =  

Lời giải  
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à) Tử  già c ABCD  là  hì nh bì nh hà nh nê n ,AB/ /CDAB CD= . Suy rà BM DN=  (vì  M,N  là n lửợ t 

là  trung điê m cu à AB  và  CD  ) và  / /BM DN . Dộ độ , tử  già c DMBN  là  hì nh bì nh hà nh, dộ độ , 
BN DM=  và   

b) / /BN DM . Hài vêctợ BN  và  DM  cộ  cu ng độ   dà i và  ngửợ c hửợ ng nê n BN  và  DM  là  hài 
vêctợ độ i nhàu. 

b) Thêộ à tà cộ : BN DM= −  

Dộ độ , SD BN CM SD DM MC SM MC SC− − = + + = + =  

Trả lời câu hỏi Vận dụng 2 trang 52 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Thàng cuộ n tà i cà c trung tà m thửợng mà i, siê u thi  hày nhà  gà, sà n bày thửợ ng cộ  hài là n, trộng độ  
mộ  t là n lê n và  mộ  t là n xuộ ng. Khi thàng cuộ n chuyê n độ  ng, vêctợ biê u diê n và  n tộ c cu à mộ i là n cộ  
là  hài vêctợ độ i nhàu khộ ng? Già i thì ch vì  sàộ. 

 

Lời giải 

Vêctợ biê u diê n và  n tộ c cu à mộ i là n cộ  cu ng độ   lợ n và  hửợ ng ngửợ c nhàu nê n chu ng là  hài vêctợ 
độ i nhàu. 

ÍÍÍ. TÍ CH CU À MỐ  T SỐ  VƠ Í MỐ  T VỆCTƠ TRỐNG KHỐ NG GÍÀN 

Trộng khộ ng giàn, tì ch cu à mộ  t sộ  thử c 0k   vợ i mộ  t vêctợ 0a   là  mộ  t vêctợ, kì  hiê  u là  ka , 
đửợ c xà c đi nh nhử sàu: 
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Cu ng hửợ ng vợ i vêctợ à nê u 0k  ; ngửợ c hửợ ng vợ i vêctợ a  nê u 0k  ; 

Cộ  độ   dà i bà ng k a . 

Trộng khộ ng giàn, phê p là y tì ch cu à mộ  t sộ  vợ i mộ  t vêctợ đửợ c gộ i là  phê p nhà n mộ  t sộ  vợ i mộ  t vêctợ. 

Chú ý: 

Quy ửợ c 0ka =  nê u 0k =  hộà  c 0a = . 

Nê u 0ka =  thì  0k =  hộà  c 0a = . 

Trộng khộ ng giàn, điê u kiê  n cà n và  đu  đê  hài vêctợ a  và  ( )0b b   cu ng phửợng là  cộ  mộ  t sộ  thử c 

k  sàộ chộ a kb= . 

Chú ý: Tửợng tử  nhử phê p nhà n mộ  t sộ  vợ i mộ  t vêctợ trộng mà  t phà ng, phê p nhà n mộ  t sộ  vợ i mộ  t 
vêctợ trộng khộ ng giàn cộ  cà c tì nh chà t sàu: 

Tì nh chà t kê t hợ p: Nê u ,h k  là  hài sộ  thử c và  a  là  mộ  t vêctợ bà t kì  thì  ( ) ( )  h ka hk a= . 

Tì nh chà t phà n phộ i: Nê u ,h k  là  hài sộ  thử c và  ,a b  là  hài vêctợ bà t kì  thì  ( )h k a ha ka+ = +  và  

( )k a b ka kb+ = + . 

Tì nh chà t nhà n vợ i 1 và  -1: Nê u a  là  mộ  t vêctợ bà t kì  thì  1a a=  và  ( )1 a a− = − . 

Chú ý: Tửợng tử  nhử trộng mà  t phà ng, nê u G  là  trộ ng tà m cu à tàm già c ABC  thì  vợ i điê m O  tuy  

y , tà cộ  3OA OB OC OG+ + =  

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 6 trang 52 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Chộ hì nh là ng tru  tàm già c ÀBC.À’B’C’. Gộ i M, N là n lửợ t là  trung điê m cu à ÀB, ÀC (H.2.17) 

 

à) Hài vêctợ MN  và  B C   cộ  cu ng phửợng khộ ng? Cộ  cu ng hửợ ng khộ ng? 

b) Già i thì ch vì  sàộ 
1

2
MN B C=  . 
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Lời giải 

à) Vì  MN  là  đửợ ng trung bì nh cu à tàm già c ABC  nê n / /MN BC . 

Vì  BCC B   là  hì nh bì nh hà nh nê n / /BC B C  . Suy rà: / /MN B C  . 

Dộ độ  hài vêctợ MN  và  B C   cộ  cu ng phửợng và  cu ng hửợ ng. 
b) Vì  BCC B   là  hì nh bì nh hà nh nê n BC B C=    

Vì  MN  là  đửợ ng trung bì nh cu à tàm già c ABC  nê n 
1

2
MN BC=  

Suy rà: 
1

2
MN B C=  . 

Ví dụ 7: Trộng HĐ6, gộ i O  là  giàộ điê m cu à AB  và  A B  (H.2.18). 

Chử ng minh rà ng ( )2CC OM= − . 

 

Lời giải 

Vì  O  là  trung điê m cu à AB  nê n OM  là  đửợ ng trung bì nh cu à tàm già c AB B . Suy rà / /B B OM  
và  2B B OM = . Tử  già c BCC B   là  hì nh bì nh hà nh nê n / /B B C C   và  B B C C =  . Dộ độ  / /C C OM  

và  2C C OM = . Vì  hài vêctợ CC  và  OM  ngửợ c hửợ ng nê n ( )2CC OM= − . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 7 trang 53 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Chộ hì nh chộ p S . ABCD  cộ  đà y ABCD  là  hì nh bì nh hà nh. Gộ i ,E F  là n lửợ t là  cà c điê m thuộ  c 

cà c cà nh ,SA SB  sàộ chộ 
1 1

,
3 3

SE SA SF SB= = . Chử ng minh rà ng 
1

3
EF DC= . 

Lời giải 
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vì  
1 1 1

,
3 3 3

SE SF
SE SA SF SB

SA SB

 
= =  = = 

 
 

Tàm già c SAB  cộ : 
SE SF

SA SB
=  nê n FỆ//ÀB và  

1

3
EF AB= . 

Vì  hài vêctợ EF  và  AB  cu ng hửợ ng nê n 
1

3
EF AB=  (1) 

Vì  ABCD  là  hì nh bì nh hà nh nê n AB CD=  và  AB/ /CD . Dộ độ , AB DC=  (2) 

Tử  (1) và  (2) tà cộ : 
1

3
EF DC=  

Ví dụ 8: Chộ tử  diê  n ABCD . Gộ i G  là  trộ ng tà m cu à tàm già c BCD  (H.2.19). Chử ng minh rà ng 

3AB AC AD AG+ + = . 

Lời giải 

Vì  G  là  trộ ng tà m cu à tàm già c BCD  nê n 0GB GC GD+ + = . 

Dộ độ  tà cộ : AB AC AD AG GB AG GC AG GD+ + = + + + + +  

 ( )3 3 0 3AG GB GC GD AG AG= + + + = + =  

Trả lời câu hỏi Luyện tập 8 trang 54 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng Vì  du  8, gộ i Í là  điê m thuộ  c độà n thà ng AG  sàộ chộ 3AI IG=  (H.2.19). Chử ng minh rà ng 

0IA IB IC ID+ + + =  

Lời giải  
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Thêộ vì  du  8 tà cộ : 3 3AB AC AD AG AI IB AI IC AI ID AG+ + =  + + + + + =  

 ( )3 3 3 3 0IB IC ID AG AI AG IA IG AI IA IB IC ID + + = − = + = =  + + + =  

Trả lời câu hỏi Vận dụng 3 trang 54 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Khi chuyê n độ  ng trộng khộ ng giàn, mà y bày luộ n chi u tà c độ  ng cu à bộ n lử c chì nh: lử c đà y cu à 
độ ng cợ, lử c cà n cửà khộ ng khì , trộ ng lử c và  lử c nà ng khì  độ  ng hộ c (H.2.20). Lử c cà n cu à khộ ng 
khì  ngửợ c hửợ ng vợ i lử c đà y cu à độ  ng cợ và  cộ  độ   lợ n tì  lê   thuà  n vợ i bì nh phửợng và  n tộ c mà y 
bày. Mộ  t chiê c mà y bày tà ng và  n tộ c tử  900 km/ h  lê n 920 km/ h , trộng quà  trì nh tà ng tộ c mà y 
bày giử  nguyê n hửợ ng bày. Lử c cà n cu à khộ ng khì  khi mà y bày đà t và  n tộ c 900 km/ h  và  

920 km/ h  là n lửợ t đửợ c biê u diê n bợ i hài vêctợ 1F  và  2F . Hà y già i thì ch vì  sàộ 1 2F k F=  vợ i k  là  

mộ  t sộ  thử c dửợng nà ộ độ . Tì nh già  tri  cu à k  (là m trộ n kê t quà  đê n chử  sộ  thà  p phà n thử  hài). 

 

Lời giải 

Vì  trộng quà  trì nh mà y bày tà ng và  n tộ c tử  900 km/ h  lê n 920 km/ h  mà y bày giử  nguyê n hửợ ng 

bày nê n vêctợ 1F  và  2F  cộ  cu ng hửợ ng. Dộ độ , 1 2F k F=  vợ i k là  mộ  t sộ  thử c dửợng nà ộ độ  (1). 

Gộ i 1 2,v v  là n lửợ t là  và  n tộ c cu à cu à chiê c mà y bày khi đà t 900 km/ h  và  920 km/ h . 

Suy rà ( ) ( )1 2900  km / h , 920  km / hv v= =  

vì  lử c cà n cu à khộ ng khì  ngửợ c hửợ ng vợ i lử c đà y cu à độ  ng cợ và  cộ  độ   lợ n tì  lê   thuà  n vợ i bì nh 
phửợng và  n tộ c mà y bày nê n 

 
2 2

1 1
1 22 2

22

900 2025 2025

920 2116 2116

F v
F F

vF
= = =  =  
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Tử  (1) và  (2) tà cộ : 
1 2

2025 2025
0,96

2116 2116
F F k=  =   

ÍV. TÍ CH VỐ  HỰƠ NG CU À HÀÍ VỆCTƠ TRỐNG KHỐ NG GÍÀN 

a) Góc giữa hai vectơ trong không gian 

Trộng khộ ng giàn, chộ hài vêctợ ,a b  khà c 0 . Là y mộ  t điê m O  bà t kì  và  gộ i ,A B  là  hài điê m sàộ 

chộ ,OA a OB b= = . Khi độ , gộ c ( )0 180AOB AOB   đửợ c gộ i là  gộ c giử à hài vêctợ a  và  b , kì  

hiê  u là  ( ),a b . 

 

Chú ý: 

Đê  xà c đi nh gộ c giử à hài vêctợ AB  và  CD  trộng khộ ng giàn tà cộ  thê  là y điê m E  sàộ chộ 

AE CD= , khi độ  ( ) ( ), H.2.23AB CD BAE= . 

Quy ửợ c gộ c giử à mộ  t vêctợ bà t kì  và  0 cộ  thê  nhà  n mộ  t già  tri  tuy  y  tử  0  đê n 180 . 

 

b) Tích vô hướng của hai vectơ trong không gian 

Trộng khộ ng giàn, chộ hài vêctợ ,a b  đê u khà c 0 . Tì ch vộ  hửợ ng cu à hài vêctợ a  và  b  là  mộ  t sộ , 

kì  hiê  u là  a b , đửợ c xà c đi nh bợ i cộ ng thử c: 
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 ( )cos , . a b a b a b =    

Chú ý: 

Quy ửợ c nê u 0a =  hộà  c 0b =  thì  0a b = . 

Chộ hài vêctợ ,a b  đê u khà c 0 . Khi độ : 0a b a b⊥   = . 

Vợ i mộ i vêctợ a , tà cộ  2 2| |a a= . 

Nê u ,a b  là  hài vêctợ khà c 0  thì  ( )cos ,
a b

a b
a b


=


. 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 7 trang 54 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng khộ ng giàn, chộ hài vêctợ a  và  b  khà c 0 . Là y điê m O  và  vê  cà c vêctợ ,OA a OB b= = . Là y 

điê m Ố' khà c Ố và  vê  cà c vêctợ ,O A a O B b  = =   (H.2.21). 

 

à) Hà y già i thì ch vì  sàộ AB A B = . 

b) À p du ng đi nh lì  cộ sin chộ hài tàm già c OAB  và  O A B    đê  già i thì ch vì  sàộ AOB A O B=    

Lời giải 

à) Tà cộ : ;AB AO OB A B A O O B= + = +       

Mà  , , , ;OA a OB b O A a O B b AO A O OB O B    = = = =   = =   

Dộ độ , AB A B =  

b) À p du ng đi nh lì  cộ sin và ộ tàm già c AOB  tà cộ : 
2 2 2

cos
2.

OA OB AB
AOB

OA OB

+ −
=


 

À p du ng đi nh lì  cộ sin và ộ tàm già c À' A B   tà cộ : 
'2 2 2

cos
2.

O A O B A B
A O B

O A O B

  
 



+ −
=




  
 

vi , ;AB A B AB A B AO A O OA O A OB O B OB O B       =  = = =   = =   
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Dộ độ , cos cosAOB A O B AOB A O B= =      
Ví dụ 9: Chộ hì nh là  p phửợng ABCD A B C D     (H.2.24). 

 

Tì nh gộ c giử à cà c cà  p vêctợ sàu: 

à) AD  và  B C  ;  b) AC  và  A D   

Lời giải 

à) Hài vêctợ AD  và  B C   cu ng hửợ ng nê n ( ), 0AD B C  = . 

b) Vì  tử  già c ADD A   là  hì nh bì nh hà nh nê n AD A D = . Dộ độ  ( ) ( ), ,AC A D AC AD CAD  = = . Tàm 

già c ADC  vuộ ng cà n tà i D  nê n 45CAD = , vì  và  y ( ), 45AC A D = . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 9 trang 56 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Chộ hì nh là ng tru  tàm già c đê u ( ).2.25ABC A B C H   . Tì nh cà c gộ c ( ),AA BC  và  ( ),AB A C  . 

 

Lời giải 

Vì  ABC A B C    là  là ng tru  tàm già c đê u nê n AA B B   là  hì nh chử  nhà  t. Suy rà, AA BB=  . Dộ độ : 

( ) ( ), , 90AA BC BB BC B BC= =  =  (dộ 'BB CC  là  hì nh chử  nhà  t) 

Vì  ÀÀ'B'B là  hì nh chử  nhà  t nê n AB A B = . 

Dộ độ , ( ) ( ), ,AB A C A B A C C A B      =   = . 

Vì  tàm già c A B C    là  tàm già c đê u nê n 60C A B =  . Dộ độ , ( ), 60AB A C = . 
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Trả lời câu hỏi Hoạt động 8 trang 56 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Hà y nhà c là i cộ ng thử c xà c đi nh tì ch vộ  hửợ ng cu à hài vêctợ trộng mà  t phà ng. 

Lời giải 

Cộ ng thử c xà c đi nh tì ch vộ  hửợ ng cu à hài vêctợ trộng mà  t phà ng: Tì ch vộ  hửợ ng cu à hài vêctợ u  
và  v  là  mộ  t sộ , kì  hiê  u là  u v , đửợ c xà c đi nh bợ i cộ ng thử c sàu: 

 ( )cos , .u v u v u v =    

Ví dụ 10: Chộ hì nh chộ p tử  già c đê u .S ABCD  cộ  độ   dà i tà t cà  cà c cà nh bà ng a  (H.2.26). Tì nh cà c 
tì ch vộ  hửợ ng sàu: 

à) AS BC ;   b) AS AC . 

 

Hì nh 2.26 

Lời giải 

à) Tàm già c SAD  cộ  bà cà nh bà ng nhàu nê n là  tàm già c đê u, suy rà 60SAD = . Tử  già c ABCD  là  

hì nh vuộ ng nê n AD BC= , suy rà ( ) ( ), , 60AS BC AS AD SAD= = = . Dộ độ  

21
cos60

2 2

a
AS BC AS BC a a =   =   = . 

b) Tử  già c ABCD  là  hì nh vuộ ng cộ  độ   dà i mộ i cà nh là  à nê n độ   dà i đửợ ng chê ộ AC  là  2a . Tàm 

già c SAC  cộ  SA SC a= =  và  2AC a=  nê n tàm già c SAC  vuộ ng cà n tà i S , suy rà 45SAC = . Dộ 

độ  22
cos 2

2
AS AC AS AC SAC a a a =   =   = . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 10 trang 57 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng Vì  du  10, hà y tì nh cà c tì ch vộ  hửợ ng AS BD  và  AS CD  

Lời giải  
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Gộ i O  là  già ộ điê m cu à hài đửợ ng chê ộ AC  và  BD  trộng hì nh vuộ ng ABCD . Dộ độ , O  là  trung 
điê m cu à BD,O  là  trung điê m cu à ÀC. 

Tử  già c ABCD  là  hì nh vuộ ng cà nh à nê n độ   dà i đửợ ng chê ộ BD  là  
2

2
2

a
a OB =  

Gộ i E  là  trung điê m cu à SC . Mà  O  là  trung điê m cu à AC  nê n OE  là  đửợ ng trung bì nh cu à tàm 

già c SAC , dộ độ , 
1

OE / /SA,
2 2

a
OE SA= = . Suy rà: 2AS OE=  

Vì  Ố là  trung điê m cu à BD  nê n 2BD OB=  
Vì  tàm già c SBC  cộ  bà cà nh bà ng nhàu nê n tàm già c SBC  là  tàm già c đê u. Dộ độ , BE  là  đửợ ng 

trung tuyê n độ ng thợ i là  đửợ ng càộ cu à tàm già c SBC. Dộ độ , 
3

2

a
EB = . 

Tà cộ : 
2 2 2

2 2 23

4 2 4

a a a
OE OB EB+ = + = =  nê n  ỆỐB vuộ ng tà i Ố. Dộ độ , OE OB⊥  

Tà cộ : ( )2 2 4 0AS BD OE OB OE OB =  − = −  =  

Tử  già c ABCD  là  hì nh vuộ ng nê n CD BA=  

Tà cộ : ( )cos , cosAS CD AS BA AS AB AS AB AS AB AS AB SAB =  = −  = −  = −   

Vì  tàm già c SÀB cộ  bà cà nh bà ng nhàu nê n tàm già c SÀB đê u, suy rà 60SAB =  

Suy rà: 
2

cos cos60
2

a
AS CD AS AB SAB a a

−
 = −  = −   =  

Ví dụ 11: Chộ tử  diê  n ABCD  cộ  AC  và  BD  cu ng vuộ ng gộ c vợ i AB . Gộ i ,M N  là n lửợ t là  trung 

điê m cu à hài cà nh ,AB CD  (H.2.27). Chử ng minh rà ng: 

à) ( )
1

2
MN AC BD= +   b) 0MN AB = . 

Lời giải  

à) Tà cộ : MN MA AC CN= + +  và  MN MB BD DN= + + . 

Dộ độ  ( ) ( ) ( )2MN MA MB AC BD CN DN= + + + + + . 
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Vì  ,M N  là n lửợ t là  trung điê m cu à ,AB CD  nê n 0MA MB CN DN+ = + = . 

Suy rà 2MN AC BD= + , hày ( )
1

2
MN AC BD= + . 

b) Tử  già  thiê t, tà cộ  0AC AB BD AB =  = . 

Vì  và  y, ( )
1 1 1

0
2 2 2

MN AB AC BD AB AC AB BD AB = +  =  +  = . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 11 trang 57 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Chộ hì nh là  p phửợng ABCD A B C D    . Chử ng minh rà ng 0A C B D =  . 

Lời giải 

 

Già  sử  cà nh cu à hì nh là  p phửợng .ABCD A B C D     bà ng 1. Khi độ , 2A C B D =  =  
Gộ i Ệ' là  giàộ điê m cu à hài đửợ ng chê ộ A C   và  B D   cu à hì nh vuộ ng A B C D    . Khi độ , E  là  

trung điê m cu à A C   và  B D  . Suy rà 2B D E D   =  và  
2

2
E D  = . 

Gộ i E  là  trung điê m cu à 'CC . Mà  E  là  trung điê m cu à A C   nê n EE  là  đửợ ng trung bì nh cu à tàm 

già c A C C  . Dộ độ , 2A C E E=   và  
1

2
E E A C=  

À p du ng đi nh lì  Pythàgộrê và ộ ΔA C C   vuộ ng tà i C  cộ : 2 2 2 1 3A C A C C C + == + =  
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3

2
E E  =  

À p du ng đi nh lì  Pythàgộrê và ộ ΔDCE   vuộ ng tà i C  cộ : 

 '2 '2 2 1 5
1

4 4
ED C D C E= + = + =  

Vì  '2 2 '21 3 5

2 4 4
E D E E ED + + = = =  nê n ΔE D   Ệ vuộ ng tà i Ệ'. Dộ độ , E E E D  ⊥  

Tà cộ : 2 2 0A C B D E E E D     =    =  (đpcm) 
Trả lời câu hỏi Vận dụng 4 trang 57 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Nhử đà  biê t, nê u cộ  mộ  t lử c F  tà c độ  ng và ộ mộ  t và  t tà i điê m M  và  là m chộ và  t độ  di chuyê n mộ  t 

quà ng đửợ ng MN  thì  cộ ng A  sinh rà đửợ c tì nh thêộ cộ ng thử c A F MN=  , trộng độ  lử c F  cộ  độ   
lợ n tì nh bà ng Nêwtộn, quà ng đửợ ng MN  tì nh bà ng mê t và  cộ ng A  tì nh bà ng Jun (H.2.28). Dộ độ , 

nê u du ng mộ  t lử c F  cộ  độ   lợ n khộ ng độ i đê  là m mộ  t và  t di chuyê n mộ  t quà ng đửợ ng khộ ng độ i 
thì  cộ ng sinh rà sê  lợ n nhà t khi lử c tà c độ nng cửng hửợ ng vợ i chuyê n độ  ng cu à và  t. Hà y già i thì ch 
vì  sàộ. Kê t quà  trê n cộ  thê  đửợ c à p du ng nhử thê  nà ộ khi kê ộ (hộà  c đà y) cà c và  t nà  ng? 

 

Lời giải 

Tà cộ : ( )cos ,A F MN F MN F MN=  =    

vì  lử c F  cộ  độ   lợ n khộ ng độ i và  và  t di chuyê n mộ  t quà ng đửợ ng khộ ng độ i nê n A  lợ n nhà t khi 

( )cos ,F MN  lợ n nhà t. Dộ độ , ( ) ( ) 0cos , 1 , 0F MN F MN=  = . Khi độ , lử c tà c độ  ng cu ng hửợ ng 

vợ i chuyê n độ  ng cu à và  t. Và  y cộ ng sinh rà sê  lợ n nhà t khi lử c tà c độ  ng cu ng hửợ ng vợ i chuyê n 
độ  ng cu à và  t. 

Khi kê ộ (hộà  c đà y) cà c và  t nà  ng, tà nê n kê ộ (hộà  c đà y) cu ng cu ng hửợ ng vợ i chuyê n độ  ng cu à và  t. 

 

V. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK 

Bài 1: Trộng khộ ng giàn, chộ bà vêctợ , ,a b c  phà n biê  t và  đê u khà c 0 . Nhử ng mê  nh đê  nà ộ sàu 

đà y là  đu ng? 

à) Nê u a  và  b  đê u cu ng hửợ ng vợ i c  thì  a  và  b  cu ng hửợ ng. 

b) Nê u a  và  b  đê u ngửợ c hửợ ng vợ i c  thì  a  và  b  cu ng hửợ ng. 

c) Nê u a  và  b  đê u cu ng hửợ ng vợ i c  thì  a  và  b  ngửợ c hửợ ng. 

d) Nê u a  và  b  đê u ngửợ c hửợ ng vợ i c  thì  a  và  b  ngửợ c hửợ ng. 
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Lời giải 

Cà c cà u đu ng là : 

à) Nê u a  và  b  đê u cu ng hửợ ng vợ i c  thì  a  và  b  cu ng hửợ ng. 

b) Nê u a  và  b  đê u ngửợ c hửợ ng vợ i c  thì  a  và  b  cu ng hửợ ng. 

Bài 2: Chộ hì nh hộ  p chử  nhà  t ABCD A B C D     cộ  2, 3AB AD= =  và  4AA = . Tì nh độ   dà i cu à cà c 

vêctợ ,BB BD  và  BD . 

Lời giải 

 

Vì  B BAA   là  hì nh chử  nhà  t nê n 4 4BB AA DD BB= = =    =  

Vì  tử  già c ABCD  là  hì nh chử  nhà  t nê n tàm già c BAD  vuộ ng tà i A . 

Dộ độ , 2 2 2 22 3 13BD AB AD= + = + =  (đi nh lì  Pythàgộrê), suy rà: 13BD =  

Vì  BB'D'D là  hì nh chử  nhà  t nê n tàm già c DD'B vuộ ng tà i D 

Thêộ đi nh lì  Pythàgộrê tà cộ : 2 '2 213 4 29 29BD BD DD BD= + = + =  =  

Bài 3: Mộ  t chiê c bà n cà n độ i hì nh chử  nhà  t đửợ c đà  t trê n mà  t sà n nà m ngàng, mà  t bà n sộng sộng 
vợ i mà  t sà n và  bộ n chà n bà n vuộ ng gộ c vợ i mà  t sà n nhử Hì nh 2.29. Trộ ng lử c tà c du ng lê n bà n 
(biê u thi  bợ i vêctợ a  ) phà n tà n đê u quà bộ n chà n bà n và  gà y nê n cà c phà n lử c tử  mà  t sà n lê n cà c 

chà n bà n (biê u thi  bợ i cà c vêctợ , , ,b c d e  ). 
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à) Hà y chì  rà mộ i quàn hê   vê  phửợng và  hửợ ng cu à cà c vêctợ , , ,a b c d  và  e . 

b) Già i thì ch vì  sàộ cà c vêctợ , , ,b c d e  độ i mộ  t bà ng nhàu. 

Lời giải 

à) Cà c vêctợ , , ,a b c d  và  e  cộ  cu ng phửợng; cà c vêctợ , , ,a b c d  cu ng hửợ ng vợ i nhàu và  ngửợ c 

hửợ ng vợ i vêctợ e . 
b) Vì  trộ ng lử c tà c du ng lê n bà n phà n tà n đê u quà bộ n chà n bà n và  gà y nê n cà c phà n lử c tử  mà  t 

sà n lê n cà c chà n bà n nê n cà c vêctợ , , ,b c d e  cộ  độ   lợ n bà ng nhàu. Mà  cà c vêctợ , , ,a b c d  cu ng 

hửợ ng vợ i nhàu. Dộ độ , cà c vêctợ , , ,b c d e  độ i mộ  t bà ng nhàu. 

Bài 4: Chộ hì nh hộ  p ABCD A B C D    . Chử ng minh rà ng: 

à) AB DD C D CC+ + =    b) 0AB CD CC+ − =  c) BC CC DC A C− + =  

Lời giải 

 

à) Vì  ABCD  là  hì nh bì nh hà nh nê n AB DC=  

Vì  CDD'C' là  hì nh bì nh hà nh nê n ,C D CD DD CC = =   

Tà cộ : ( )AB DD C D DC CC CD CD DC CC CC+ + = + +    = + + =  

b) Tà cộ : 0AB CD CC AB C D AB CD+ − = + =  + =   

c) Vì  ABCD  là  hì nh bì nh hà nh nê n CB CD CA+ =  

Vì  À'ÀCC' là  hì nh bì nh hà nh nê n CA CC CA+  =  

 ( ) ( )BC CC DC CB CD CC CA CC CA CC CA A C− + = − + − = − −  = −  +  = − =  

Bài 5: Chộ hì nh là ng tru  tàm già c ABC A B C    cộ  ,AA a AB b= =  và  AC c= . Hà y biê u diê n cà c 

vêctợ sàu quà cà c vêctợ , ,a b c  : 

à) AB ;    b) B C     c) BC . 

Lời giải 
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à) Vì  À'ÀBB' là  hì nh bì nh hà nh nê n AB AA AB a b= + = +  

b) Vì  À'ÀBB' là  hì nh bì nh hà nh nê n AA BB a= =  

Tà cộ : BC BA AC b c= + = − +  
vì  C CBB   là  hì nh bì nh hà nh nê n 

 B C BC b c + = = −  

 B C B C B B b c a= +   = − + −  

c) Vì  C'CBB' là  hì nh bì nh hà nh nê n BC BC BB b c a= + = − + +   

Câu 6: Chộ hì nh chộ p tử  già c S ABCD . Chử ng minh rà ng tử  già c ABCD  là  hì nh bì nh hà nh nê u 

và  chì  nê u SA SC SB SD+ = +  

Lời giải 

 

Chử ng minh: Nê u tử  già c ABCD  là  hì nh bì nh hà nh thì  SA SC SB SD+ = +  Gộ i O  là  tà m hì nh bì nh 
hà nh ABCD . Khi độ , O  là  trung điê m cu à AC,BD . 

Suy rà ,OC OA OD OB= − = −  

Tà cộ : ( )2 2SA SC SO OA SO OC SO OA OA SO+ = + + + = + − =  

( )2 2SB SD SO OB SO OD SO OB OB SO+ = + + + = + − = Dộ độ , SA SC SB SD+ = +  

Chử ng minh: Nê u SA SC SB SD+ = +  thì  tử  già c ABCD  là  hì nh bì nh hà nh: 

Tà cộ : SA SC SB SD SA SB SD SC BA CD+ = +  − = −  =  
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Suy rà, hài vêctợ BA  và  CD  cu ng hửợ ng và  cộ  độ   lợ n bà ng nhàu. 
Suy rà, ,AB/ /CDAB CD= . Khi độ , tử  già c ABCD  là  hì nh bì nh hà nh. 

Và  y tử  già c ABCD  là  hì nh bì nh hà nh nê u và  chì  nê u SA SC SB SD+ = +  

Câu 5: Chộ hì nh chộ p S.ABC . Trê n cà nh SA , là y điê m M  sàộ chộ 2SM AM= . Trê n cà nh BC , là y 

điê m N  sàộ chộ 2CN BN= . Chử ng minh rà ng ( )
1

3
MN SA BC AB= + + . 

Lời giải 

Tà cộ : 
1 2

3 3
MN MA AC CN SA AB BC CB= + + = + + +  

( )
1 2 1

3 3 3
SA BC BC AB SA BC AB= + − + = + +  (đpcm) 

Tà cộ : 
1 2

3 3
MN MA AC CN SA AB BC CB= + + = + + +  

( )
1 2 1

3 3 3
SA BC BC AB SA BC AB= + − + = + +  (đpcm) 

 

Bà i 2.8 tràng 58 Tộà n 12 Tà  p 1: Trộng Luyê  n tà  p 8, tà đà  biê t trộ ng tà m cu à tử  diê  n ABCD  là  mộ  t 

điê m Í thộ à mà n 3AI IG= , ợ  độ  G  là  trộ ng tà m cu à tàm già c BCD . À p du ng tì nh chà t trê n đê  
tì nh khộà ng cà ch tử  trộ ng tà m cu à mộ  t khộ i rubik (độ ng chà t) hì nh tử  diê  n đê u đê n mộ  t mà  t cu à 
nộ , biê t rà ng chiê u càộ cu à khộ i rubik là  8 cm  (H.2.30). 

 

Lời giải 

https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1


 
 

                                                       
      Liên hệ tài liệu word toán SĐT (zalo): 039.373.2038 117                                         
 

   Website: tailieumontoan.com     

 

Già  sử  khộ i rubik (độ ng chà t) hì nh tử  diê  n đê u đửợ c mộ  phộ ng nhử hì nh vê . 

G là  trộ ng tà m DBCD, Í là  trộ ng tà m cu à tử  diê  n 

Vì  ABCD  là  hì nh tử  diê  n đê u nê n ( )AG BCD⊥  và  8 cmAG = . 

vi 3AI IG=  nê n 3 điê m A,I,G  thà ng hà ng và  
1

4
IG AG= . 

Dộ độ  ÍG ( )BCD⊥ . Khi độ  ( )( )
1

, 2 cm
4

d I BCD IG AG= = = . 

Bà i 2.9 tràng 59 Tộà n 12 Tà  p 1: Bà sợ i dà y khộ ng già n vợ i khộ i lửợ ng khộ ng đà ng kê  đửợ c buộ  c 
chung mộ  t đà u và  đửợ c kê ộ cà ng vê  bà hửợ ng khà c nhàu (H.2.31). Nê u cà c lử c kê ộ là m chộ bà sợ i 
dà y ợ  trà ng thà i đử ng yê n thì  khi độ  bà sợ i dà y nà m trê n cu ng mộ  t mà  t phà ng. Hà y già i thì ch vì  
sàộ. 

 

Lời giải 

 

Già  sử  lử c kê ộ trê n mộ i sợ i dà y đửợ c biê u diê n bợ i cà c vêctợ , ,OA OB OC  vợ i là  đà u chung cu à bà 

sợ i dà y. Khi bà sợ i dà  y cà n bà ng thì  0O OB OC+ + = . 

Vê  hì nh bì nh hà nh ỐÀDB. 

Thêộ quy tà c hì nh bì nh hà nh thì  OA OB OD+ = . 
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Dộ độ  0 0OA OB OC OD OC OC OD+ + =  + =  = − . 

Câu 3: Chộ hì nh là ng tru  tử  già c đê u ABCD A B C D     cộ  độ   dà i mộ i cà nh đà y bà ng 1 và  độ   dà i 
mộ i cà nh bê n bà ng 2 . Hà y tì nh gộ c giử à cà c cà  p vêctợ sàu đà y và  tì nh tì ch vộ  hửợ ng cu à mộ i cà  p 
vêctợ độ : 

à) AA  và  C C    b) AA  và  BC    c) AC  và  B A  . 

Lời giải 

 

à) Vì  / /AA CC   nê n hài vêctợ AA  và  C C  ngửợ c hửợ ng nhàu. 

Suy rà, ( ), 180AA C C  = . 

Dộ độ , ( )' cos , 2.2 cos180 4AA C C A C C AA C C =   =  = −     

b) Vì  À'ÀDD' là  hì nh chử  nhà  t nê n 90A AD =  

Vì  ABCD  là  hì nh vuộ ng nê n BC AD= . Dộ độ , ( ) ( ), , 90AA BC AA AD A AD= =  =  

Tà cộ : ( )cos , 2 1 cos90 0AA BC AA AD AA AD AA AD =  =      =   =  

c) Vì  À'ÀBB' là  hì nh chử  nhà  t nê n B A BA=  . 

vì  ABCD  là  hì nh vuộ ng nê n 45CAB =  và  2AC =  

Tà cộ : ( )cos , 2 1 cos45 1AC B A AC AB AC AB AC AB = −  = −   = −    = −  

Câu 2: Trộng khộ ng giàn, chộ hài vêctợ a  và  b  cộ  cu ng độ   dà i bà ng 1. Biê t rà ng gộ c giử à hài 

vêctợ độ  là  45 , hà y tì nh: 

à) a b   b) ( ) ( )3 2a b a b+  −   c) 2( )a b+ . 

Lời giải 

https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1


 
 

                                                       
      Liên hệ tài liệu word toán SĐT (zalo): 039.373.2038 119                                         
 

   Website: tailieumontoan.com     

 

à) ( )
2

cos , 1 1 cos45
2

a b a b a b =   =   =  

b) ( ) ( ) 2 2 2 2
3 2 6 1 6 1 5

2 2
a b a b a a b b+  − = +  − = + −  = − +  

2 2 2 2
( ) 2 1 2 1 2 2

2
a b a a b b+ = +  + = +  + = +  

Câu 1: Chộ tử  diê  n ABCD . Chử ng minh rà ng: 

à) AB CD AC CD BC DC =  +  ;  b) 0AB CD AC DB AD BC +  +  = . 
 

Lời giải 

 

 ( )a) Ta có:   (đpcm)AC CD BC DC AC CD BC CD CD AC CB CD AB +  =  −  = + =   

 ( ) ( ) b) AB CD AC DB AD BC AB CD AB BC DB AB BD BC +  +  =  + +  + +   

 AB CD AB DB BC DB AB BC BD BC=  +  +  +  +   

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0AB CD DB BC BC DB BD BC AB CB BC BC DB BD=  + + +  +  =  + + + =  
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Bài 2 – HỆ TRỤC TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 
 

Í. HỆ   TRU C TỐÀ  ĐỐ   TRỐNG KHỐ NG GÍÀN 

Trộng khộ ng giàn, bà tru c , ,Ox Oy Oz  độ i mộ  t vuộ ng gộ c vợ i nhàu tà i gộ c O  cu à mộ i tru c.  

Gộ i , ,i j k  là n lửợ t là  cà c vêctợ đợn vi  trê n cà c tru c , ,Ox Oy Oz . 

Hê   bà tru c nhử và  y đửợ c gộ i là  hê   tru c tộà  độ   Dêscàrtês vuộ ng gộ c Ốxyz,  

hày đợn già n là  hê   tộà  độ   Ốxyz. 

Điê m O  đửợ c gộ i là  gộ c tộà  độ  . 

Cà c mà  t phà ng ( ) ( ) ( ), ,Oxy Oyz Ozx  độ i mộ  t vuộ ng gộ c vợ i nhàu đửợ c gộ i là  cà c mà  t phà ng tộ à độ  . 

Khộ ng giàn vợ i hê   tộà  độ   Ốxyz cộ n đửợ c gộ i là  khộ ng giàn Ốxyz. 

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 1 trang 60 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Trộng khộ ng giàn, xê t bà tru c Ox,Oy,Oz  cộ  chung gộ c O  và  độ i mộ  t vuộ ng gộ c vợ i nhàu. Gộ i 

, ,i j k  là  cà c vêctợ đợn vi  trê n cà c tru c độ  (H.2.35). 

 

à) Gộ i tê n cà c mà  t phà ng tộ à độ   cộ  trộng Hì nh 2.35. 
b) Cà c mà  t phà ng tộ à độ   trộng Hì nh 2.35 cộ  độ i mộ  t vuộ ng gộ c vợ i nhàu khộ ng? 

Lời giải 

à) Cà c mà  t phà ng cộ  trộng hì nh vê  là : Mà  t phà ng (Ốxy), (Ốyz), (Ốzx). 

b) vì  , ,Ox Oy Oy Oz Ox⊥ ⊥  và  Oz  cà t nhàu tà i O  và  nà m trộng mà  t phà ng ( Oxz)  nê n ( )Oy Oxz⊥ . 

Mà  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),Oy Oxy Oxz Oxy Oy Oyz Oyz Oxz  ⊥   ⊥  
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Chử ng minh tửợng tử  tà cộ : ( ) ( )Oyz Oxy⊥  

Và  y bà mà  t phà ng (Ốxy), (Ốyz), (Ốzx) độ i mộ  t vuộ ng gộ c vợ i nhàu. 

Ví dụ 1: Chộ hì nh là  p phửợng ABCD A B C D     cộ  độ   dà i mộ i cà nh bà ng 1 (H.2.36). Cộ  thê  là  p 

mộ  t hê   tộà  độ   Ốxyz cộ  gộ c O  tru ng vợ i đì nh B  và  cà c vêctợ , ,i j k  là n lửợ t là  cà c vêctợ 

, ,B A B C B B      khộ ng? Già i thì ch vì  sàộ. 

 

Lời giải 

Hì nh là  p phửợng ABCD A B C D     cộ  cà c cà nh ,B A B C     và  B B  độ i mộ  t vuộ ng gộ c vợ i nhàu. 

Vì  hì nh là  p phửợng cộ  độ   dà i mộ i cà nh bà ng 1 nê n cà c vêctợ , ,B A B C B B      cu ng cộ  điê m đà u là  

B  và  đê u cộ  độ   dà i bà ng 1. 

Tử  cà c điê u trê n, suy rà cộ  thê  là  p mộ  t hê   tộà  độ   Oxyz  cộ  gộ c O  tru ng vợ i đì nh B  và  cà c vêctợ 

, ,i j k  là n lửợ t là  cà c vêctợ , ,B A B C B B     . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 1 trang 61 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Chộ hì nh hộ  p chử  nhà  t ABCD A B C D    . Cộ  thê  là  p mộ  t hê   tộ à độ   Oxyz  cộ  gộ c O  tru ng vợ i đì nh C  và  

cà c vêctợ , ,i j k  là n lửợ t cu ng hửợ ng vợ i cà c vêctợ , ,CB CD CC  khộ ng? Vì  sàộ? 

Lời giải 

 

Vì  ABCD . A B C D     là  hì nh hộ  p chử  nhà  t nê n cà c cà nh ,CC CB  và  CD  độ i mộ  t vuộ ng gộ c vợ i 

nhàu. 
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Cà c vêctợ , ,CB CD CC  cu ng cộ  điê m đà u là  C . 

Dộ độ , suy rà cộ  thê  là  p mộ  t hê   tộ à độ   Ốxyz cộ  gộ c O  tru ng vợ i đì nh C  và  cà c vêctợ , ,i j k  là n 

lửợ t cu ng hửợ ng vợ i cà c vêctợ , ,CB CD CC . 

ÍÍ. TỐ À ĐỐ   CU À ĐÍỆ M, TỐ À ĐỐ   CU À VỆCTƠ TRỐNG KHỐ NG GÍÀN 

Trộng khộ ng giàn Oxyz , chộ mộ  t điê m M  tuy  y . Bộ   bà sộ  ( ); ;x y z  duy nhà t sàộ chộ 

OM xi yj zk= + +  đửợ c gộ i là  tộà  độ   cu à điê m M  độ i vợ i hê   tộà  độ   Oxyz . Khi độ , tà viê t 

( ); ;M x y z=  hộà  c ( ); ;M x y z , trộng độ  x  là  hộà nh độ  , y  là  tung độ   và  z  là  càộ độ   cu à M . 

Trộng khộ ng giàn Oxyz , chộ vêctợ à  tuy  y . Bộ   bà sộ  ( ); ;x y z  duy nhà t sàộ chộ a xi yj zk= + +  đửợ c 

gộ i là  tộà  độ   cu à vêctợ à độ i vợ i hê   tộà  độ   Ốxyz. Khi độ , tà viê t ( ); ;a x y z=  hộà  c ( ); ;a x y z . 

Trộng khộ ng giàn Oxyz , chộ hài điê m ( ); ;M M MM x y z  và  ( ); ;N N NN x y z .  

Khi độ : ( ); ; .N M N M N MMN x x y y z z= − − −  

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 2 trang 61 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ mộ  t điê m M khộ ng thuộ  c cà c mà  t phà ng tộ à độ  . Vê  hì nh hộ  p chử  nhà  t 
ỐÀDB.CFMỆ cộ  bà đì nh À, B, C là n lửợ t thuộ  c cà c tià Ốx, Ốy, Ốz (H.2.37). 

 

à) Hài vêctợ OM  và  OA OB OC+ +  cộ  bà ng nhàu hày khộ ng? 

b) Già i thì ch vì  sàộ cộ  thê  viê t OM xi yj zk= + +  vợ i x, y, z là  cà c sộ  thử c. 

Lời giải 

à) Vì  ỐÀDB.CFMỆ là  hì nh hộ  p chử  nhà  t nê n thêộ quy tà c hì nh hộ  p tà cộ : OM OA OB OC= + +  

b) vì  i  là  vêctợ đợn vi  trê n tru c Ốx nê n OA xi=  vợ i x là  sộ  thử c. 

vì  j  là  vêctợ đợn vi  trê n tru c Ốy nê n OB yj=  vợ i y là  sộ  thử c. 

vì  k  là  vêctợ đợn vi  trê n tru c Ốz nê n OC zk=  vợ i z là  sộ  thử c. 

Dộ độ , OM OA OB OC xi yj zk= + + = + +  vợ i x,y, z  là  cà c sộ  thử c. 
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Ví dụ 2: Hì nh 2.38 minh hộà  mộ  t hê   tộà  độ   Ốxyz trộng khộ ng giàn cu ng vợ i cà c hì nh vuộ ng cộ  
cà nh bà ng 1 đợn vi . Tì m tộà  độ   cu à điê m M . 

 

Lời giải 

Trộng Hì nh 2.38, ÀBCM.FỐDỆ là  hì nh hộ  p chử  nhà  t. 

À p du ng quy tà c hì nh hộ  p suy rà 

 3 4 3OM OF OD OB i j k= + + = + +  

Vì  và  y, tộà  độ   cu à điê m M  là  ( )3;4;3 . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 2 trang 62 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Tì m tộ à độ   cu à điê m N trộng Hì nh 2.39. 

 

Lời giải 

Tà cộ : 2 5 4ON i j k= + + . Dộ độ , N(2;5;4). 

Ví dụ 3: Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ hì nh hộ  p chử  nhà  t ABCD A B C D     cộ  đì nh A  'tru ng vợ i 
gộ c O  và  cà c đì nh , ,D B A   là n lửợ t thuộ  c cà c tià Ox,Oy,Oz  (H.2.40). Già  sử  đì nh C  cộ  tộà  độ   là  

( )2;3;5  độ i vợ i hê   tộà  độ   Ốxyz, hà y tì m tộà  độ   cu à cà c đì nh , ,D B A   độ i vợ i hê   tộ à độ   độ . 
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Lời giải 

Vì  đì nh D  thuộ  c tià Ox  nê n hài vêctợ OD  và  i  cu ng phửợng, suy rà cộ  sộ  thử c m  sàộ chộ 

OD mi= . Tửợng tử , cộ  cà c sộ  thử c ,n p  sàộ chộ OB nj=  và  OA pk= . Thêộ quy tà c hì nh hộ  p, suy 

rà OC OD OB OA mi nj pk= + + = + +  và  dộ độ  điê m C  cộ  tộà  độ   là  ( ); ;m n p . 

Mà  t khà c, đì nh C  cộ  tộà  độ   là  ( )2;3;5  nê n 2, 3, 5m n p= = = , tử c là  2 , 3OD i OB j = =  và  5OA k= . 

Tử  đà y suy rà ( ) ( )2;0;0 , 0;3;0D B   và  ( )0;0;5A . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 3 trang 62 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Trộng Vì  du  3 , hà y xà c đi nh tộ à độ   cu à cà c điê m B, D và  C'. 

Lời giải 

 

Thêộ Vì  du  3 tà cộ : 2, 3, 5m n p= = = . 

Vì  ÀBB'Ố là  hì nh bì nh hà nh nê n 3 5OB OB OA nj pk j k= + = + = + . Dộ độ , ( )B 0;3;5  Vì  OB C D    là  

hì nh bì nh hà nh nê n 2 3OC OD OB mi nj i j= + = + =  + . Dộ độ , ( )2;3;0C  Vì  ÀDD'À' là  hì nh bì nh 

hà nh nê n 2 5OD OA OD mi pk i k= + = + = + . Dộ độ , ( )D 2;0;5  

Vận dụng 1 trang 62 Toán 12 Tập 1: Trộng tì nh huộ ng mợ  đà u, hà y chộ n mộ  t hê   tộ à độ   phu  hợ p 
và  xà c đi nh tộ à độ   cu à chiê c bộ ng đê n độ i vợ i hê   tộ à độ   độ . 

Lời giải 
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Hê   tộ à độ   Ốxyz cộ : 

Mà  t phà ng (Ốxy) là  sà n nhà , hài mà  t phà ng (Ốyz), ( Oxz)  là  hài bử c tửợ ng. Khi độ  bà mà  t phà ng 

độ i mộ  t vuộ ng gộ c vợ i nhàu. 

Gộ c tộ à độ   O  tru ng vợ i mộ  t gộ c phộ ng là  giàộ điê m cu à 3 tru c Ox,Oy,Oz . 

Điê m N là  vi  trì  cu à đê n. 

Khi độ  1,5 2ON xi yj zk i j k= + + = + + . 

Dộ độ  ( )N 1;1,5;2 . 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 3 trang 62 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ vêctợ a  tu y y  (H.2.41). Là y điê m M  sàộ chộ OM a=  và  già i thì ch vì  

sàộ cộ  bộ   bà sộ  ( x;y;z  ) sàộ chộ a xi yj zk= + + . 

 

Lời giải 

Thêộ khà i niê  m tộ à độ   trộng khộ ng giàn tà cộ : OM xi yj zk= + + . Mà  OM a=  nê n a xi yj zk= + +

. Dộ độ , cộ  bộ   bà sộ  (x; y; z) sàộ chộ a xi yj zk= + + . 

Ví dụ 4: Trộng khộ ng giàn Ốxyz, hà y tì m tộà  độ   cu à cà c vêctợ ,i j  và  k . 

Lời giải 

Vì  1 0 0i i j k=  +  +   nê n ( )1;0;0i = . 

Vì  0 1 0j i j k=  +  +   nê n ( )0;1;0j = . 

Vì  0 0 1k i j k=  +  +   nê n ( )0;0;1k = . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 4 trang 63 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng khộ ng giàn Ốxyz, hà y xà c đi nh tộ à độ   cu à vêctợ 2 5i j k+ + . 

Lời giải 

Tộ à độ   cu à vêctợ 2 5i j k+ +  là  ( )1;2;5 . 
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Trả lời câu hỏi Hoạt động 4 trang 63 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ hài điê m ( ); ;M x y z  và  ( ); ;N x y z   . 

à) Hà y biê u diê n hài vêctợ OM  và  ON  quà cà c vêctợ ,i j  và  k  

b) Xà c đi nh tộ à độ   cu à vêctợ MN . 

Lời giải 

à) Tà cộ : ,OM x i y j z k ON x i y j z k=  +  +  =  + +    

b) Tà cộ : ( ) ( )MN ON OM x i y j z k x i y j z k= − =  +  +  −  + +     

 ( ) ( ) ( )x x i y y j z z k= −  + −  +  −   

Dộ độ , ( ); ;MN x x y y z z= −  − − . 

Ví dụ 5: Trộng khộ ng giàn Oxyz , chộ hì nh là ng tru  tàm già c .ABC A B C    cộ  

( ) ( ) ( )1;0;2 , 3;2;5 , 7; 3;9A B C −  và  ( )5;0;1A . 

à) Tì m tộà  độ   cu à AA .  b) Tì m tộà  độ   cu à cà c điê m ,B C  . 

 

Lời giải 

à) Tà cộ : ( ) ( ); ; 4;0; 1A A A A A AAA x x y y z z  = − − − = − . 

b) Gộ i tộà  độ   cu à điê m B  là  ( ); ;x y z  thì  ( )3; 2; 5BB x y z= − − − . Vì  ABC A B C    là  hì nh là ng tru  

nê n ABB A   là  hì nh bì nh hà nh, suy rà AA BB=  . 

Dộ độ  

3 4

2 0

5 1

x

y

z

− =


− =
 − = −

 hày 7, 2x y= =  và  4z = . Và  y ( )7;2;4B . 

Là  p luà  n tửợng tử  suy rà ( )11; 3;8C − . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 5 trang 64 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Trộng Vì  du  5, xà c đi nh tộ à độ   cu à cà c điê m D  và  D  sàộ chộ ABCD A B C D     là  hì nh hộ  p. 

Lời giải 
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Gộ i tộ à độ   cu à điê m D  là  (x; y;z) , tộ à độ   cu à D  là  ( ); ;x y z   ,  

khi độ  ( )1; ; 2AD x y z− −  và  ( )5; ; 1A D x y z − − . 

Đê  ABCD A B C D     là  hì nh hộ  p thì  ABCD  là  hì nh bì nh hà nh. 

Dộ độ , ( )

1 4 5

5 5. Suy ra  5; 5;6

2 4 6

x x

AD BC y y D

z z

 − = =
 

=  = −  = − − 
 − = =

 

Đê  ÀBCD. A B C D     là  hì nh hộ  p thì  A B C D     là  hì nh bì nh hà nh. 

Dộ độ , ( )

5 4 9

5 5. Suy ra  9; 5;5

1 4 5

x x

A D B C y y D

z z

 − = =
 

=  = −  = − − 


    

− = =

 

Trả lời câu hỏi Vận dụng 2 trang 64 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Đê  thêộ dộ i hà nh trì nh cu à mộ  t chiê c mà y bày, tà cộ  thê  là  p hê  tộ à độ   Ốxyz cộ  gộ c O  tru ng vợ i vi  
trì  cu à trung tà m kiê m sộà t khộ ng lửử, mà t phà ng (Ốxy) tru ng vợ i mà  t đà t (đửợ c cội là  mà  t 
phà ng) vợ i tru c Ox  hửợ ng vê  phì à tà y, tru c Oy  hửợ ng vê  phì à nàm và  tru c Oz  hửợ ng lê n trê n 

trợ i ( H.2.43  ). Sàu khi cà t cà nh và  đà t độ  càộ nhà t đi nh, chiê c mà y bày duy trì  hửợ ng bày vê  phì à 
nàm vợ i tộ c độ   khộ ng độ i là  890 km/ h  trộng nử à giợ . Xà c đinh tộ à độ   cu à vêctợ biê u diê n độ   di ch 
chuyê n cu à chiê c mà y bày trộng nử à giợ  độ  vợ i hê   tộ à độ   đà  chộ n, biê t rà ng đợ n vi  độ trộng 
khộ ng giàn Ốxyz đửợ c là y thêộ kilộ mê t. 

 

Lời giải 
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Quà ng đửợ ng mà y bày bày đửợ c vợ i và  n tộ c 890 km/ h  trộng nử à giợ  là : ( )
1

890. 445  km
2
= Vì  mà y 

bày duy trì  hửợ ng bày vê  phì à nàm nê n tộ à độ   cu à vêctợ biê u diê n độ   di ch chuyê n cu à chiê c mà y 

bày trộng nử à giợ  độ  vợ i hê   tộ à độ   đà  chộ n là  ( )0;445;0 . 

ÍÍÍ. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK 
Bài 1: 

Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ bà vêctợ , ,a b c  đê u khà c 0  và  cộ  già  độ i mộ  t vuộ ng gộ c.  

Nhử ng mê  nh đê  nà ộ sàu đà y là  đu ng? 

à) Cộ  thê  là  p đửợ c mộ  t hê   tộ à độ   Oxyz  cộ  cà c tru c tộ à độ   là n lửợ t sộng sộng vợ i già  cu à cà c vêctợ , ,a b c . 

b) Cộ  thê  là  p đửợ c mộ  t hê   tộ à độ   Ốxyz cộ  cà c tru c tộ à độ   là n lửợ t tru ng vợ i già  cu à cà c vêctợ , ,a b c . 

c) Cộ  thê  là  p đửợ c mộ  t hê   tộ à độ   Ốxyz cộ  cà c vêctợ , ,i j k  là n lửợ t bà ng cà c vêctợ , ,a b c . 

d) Cộ  thê  là  p đửợ c mộ  t hê   tộ à độ   Ốxyz cộ  cà c vêctợ , ,i j k  là n lửợ t cu ng phửợng cà c vêctợ , ,a b c . 

Lời giải 

Cà  4 Cà u đê u đu ng. 

Bài 2: Hà y mộ  tà  hê   tộ à độ   Ốxyz trộng cà n phộ ng ợ  Hì nh 2.44 sàộ chộ gộ c Ố tru ng vợ i gộ c trê n 
cu à cà n phộ ng, khung trành nà m trộng mà  t phà ng (Ốxy) và  mà  t trà n nhà  tru ng vợ i mà  t phà ng 
(Ốxz). 

 

Lời giải 

Hì nh vê  phu  hợ p vợ i mộ  tà : 
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Bài 3: 

Trộng khộ ng giàn Ốxyz, xà c đi nh tộ à độ   cu à vêctợ AB  trộng mộ i trửợ ng hợ p sàu: 

à) ( )0;0;0A  và  ( )4;2; 5B − ; b) ( )1; 3;7A −  và  ( )1; 3;7B − ; c) ( )5;4;9A  và  ( )5;7;2B − . 

Lời giải 

а) ( ) ( ); ; 4;2; 5B A B A B AAB x x y y z z= − − − = −  

b) ( ) ( ); ; 0;0;0B A B A B AAB x x y y z z= − − − =  

c) ( ) ( ); ; 10;3; 7B A B A B AAB x x y y z z= − − − = − −  

Bài 4: 
Trộng khộ ng giàn Ốxyz, xà c đi nh tộ à độ   cu à điê m À trộng mộ i trửợ ng hợ p sàu: 
à) À tru ng vợ i gộ c tộ à độ  ; 
b) À nà m trê n tià Ox  và  2OA= ; 
c) À nà m trê n tià độ i cu à tià Ốy và  3OA= . 

Lời giải 

à) À tru ng vợ i gộ c tộ à độ   nê n À(0; 0;0). 

b) Vì  À nà m trê n tià Ox  và  2OA=  nê n 2OA i= . Dộ độ , À(2;0;0). 

c) vì  À nà m trê n tì à độ i cu à tià Ốy và  3OA=  nê n 3OA j= − . Dộ độ , ( )0; 3;0A − . 

Bài 5: 

Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ hì nh hộ  p chử  nhà  t ÀBCD.À’B’C’D’ cộ  đì nh À tru ng vợ i gộ c Ố và  cà c 
đì nh D, B, À’ cộ  tộ à độ   là n lửợ t là  (2; 0; 0), (0; 4; 0), (0; 0; 3) (H.2.45). Xà c đi nh tộ à độ   cu à cà c đì nh 
cộ n là i cu à hì nh hộ  p chử  nhà  t. 

 

Lời giải 

Vì  À tru ng gộ c O  nê n ( )A 0;0;0 . 

Vì  D  thuộ  c tià Ox  nê n hài vêctợ OD  và  i  cu ng hửợ ng. Dộ độ , tộ n tà i sộ  thử c m  sàộ chộ 

OD mi= . Mà  D(2;0 ; 0) nê n 2m = . 

Vì  B thuộ  c tià Ốy nê n hài vêctợ OB  và  j  cu ng hửợ ng. Dộ độ , tộ n tà i sộ  thử c n sàộ chộ 

( ).MàB 0;4;0OB nj=  nê n 4n =  
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Vì  A  thuộ  c tià Oz  nê n hài vêctợ OA  và  k  cu ng hửợ ng. Dộ độ , tộ n tà i sộ  thử c p  sàộ chộ 

OA pk= . Mà  A (0 ; 0 ; 3) nê n 3p = . 

Vì  ODCB  là  hì nh bì nh hà nh nê n 2 4OC OD OB mi nj i j= + = + = + . Dộ độ , C(2;4;0). 

Vì  OA B B   là  hì nh bì nh hà nh nê n 3 4OB OA OB pk nj k j= + = + + = . Dộ độ , B'(0; 4; 3). 

Vì  ỐÀ'D'D là  hì nh bì nh hà nh nê n 2 3OD OA OD mi pk i k= = + + = + . Dộ độ , D'(2; 0; 3). 

Vì  ABCD . A B C D     là  hì nh hộ  p chử  nhà  t nê n thêộ quy tà c hì nh hộ  p tà cộ : 

 ( )2 4 3 . Do đó,  2;4;3 . OC OD OB OA mi nj pk i j k C  = + + = + + = + +  

Bài 6: Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ hì nh hộ  p ỐÀBC. Ố' A B C    cộ  ( ) ( ) ( )1;1; 1 , 0;3;0 , 2; 3;6A B C− − . 

à) Xà c đi nh tộ à độ   cu à điê m C. 
b) Xà c đi nh cà c tộ à độ   đì nh cộ n là i cu à hì nh hộ  p. 

Lời giải 

 

à) Tà cộ : Ố(0;0;0) 
vì  OABC O A B C     là  hì nh hộ  p nê n AOBC  là  hì nh bì nh hà nh. Dộ độ : 

 ( )

1

2 1; 2; 1

1

A B C C A B

A B C C A B

A B C C A B

x x x x x x

OA CB y y y y y y C

z z z z z z

 = − = − =
 

=  = −  = − = −  − − 
 = − = − = −

 

b) Vì  ỐÀBC.Ố'À'B'C' là  hì nh hộ  p nê n 

 ( )

1

1 1; 1;7

7

O C C

O C C

O C C

x x x

OO CC y y y O

z z z

 

 

 

 



= − =


=  = − = −  −

= − =

 

 ( )

1 2

1 0 2;0;6

7 6

A A C C A

A A C C A

A A C C A

x x x x x

AA CC y y y y y A

z z z z z

  

  

  

 − = − = =
 

=  − = − = −  =  
 − = − = =





   
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( )
( )
( )

1 1

1 2

7 7

B B C C B

B B C C B

B B C C B

x x x x x

BB CC y y y y y

z z z z z

  

  

  

 − = − = =
 

=  − = − = −  = 
 − = − =



=





 

Bài 7: Trộng Và  n du ng 2, hà y già i thì ch vì  sàộ tà i mộ i thợ i điê m chiê c mà y bày di chuyê n trê n đửợ ng 
bà ng thì  tộ à độ   cu à nộ  luộ n cộ  dà ng (x; y; 0) vợ i x, y là  hài sộ  thử c nà ộ độ . 

Lời giải 

Khi mà y bày di chuyê n trê n đửợ ng bà ng tử c là  mà y bày di chuyê n ợ  trê n mà  t đà t,tử c là  thuộ  c mà  t 
phà ng (Ốxy). Dộ độ  mà y bày khi di chuyê n trê n đửợ ng bà ng thì  tộ à độ   cu à nộ  luộ n cộ  dà ng (x; y; 
0) vợ i x, y là  hài sộ  thử c nà ộ độ . 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bài 3 – BIỂU THỨC TỌA ĐỘ CỦA CÁC PHÉP TOÁN VECTƠ 
 

Í. BÍỆ U THỰ C TỐ À ĐỐ   CU À PHỆ P CỐ  NG HÀÍ VỆCTỐ, PHỆ P TRỰ  HÀÍ VỆCTƠ, PHỆ P NHÀ N MỐ  T SỐ  
VƠ l MỐ  T VỆCTƠ 

Trộng khộ ng giàn Oxyz , chộ hài vêctợ ( ); ;a x y z=  và  ( ); ;b x y z =  . Tà cộ : 

( ); ;a b x x y y z z+ = ++ + ; 
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( ); ;a b x x y y z z− = −− − ; 

( ); ;ka kx ky kz=  vợ i k  là  mộ  t sộ  thử c. 

Trộng khộ ng giàn Oxyz , chộ bà điê m khộ ng thà ng hà ng ( ) ( ); ; , ; ;A A A B B BA x y z B x y z  và  

( ); ;C C CC x y z . Khi độ : 

Tộà  độ   trung điê m cu à độà n thà ng AB  là  ; ;
2 2 2

A B A B A Bx x y y z z+ + + 
 
 

; 

Tộà  độ   trộ ng tà m cu à tàm già c ABC  là  ; ;
3 3 3

A B C A B C A B Cx x x y y y z z z+ + + + + + 
 
 

. 

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

 

Trả lời câu hỏi Hoạt động 1 trang 67 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ hài vêctợ ( )1;0;5a =  và  ( )1;3;9b = . 

à) Biê u diê n hài vêctợ a  và  b  quà cà c vêctợ đợn vi  , ,i j k  

b) Biê u diê n hài vêctợ a b+  và  2a  quà cà c vêctợ đợn vi  , ,i j k , tử  độ  xà c đi nh tộ à độ   cu à hài 

vêctợ độ . 

Lời giải 

à) Tà cộ : ( ) ( )1;0;5 5 ; 1;3;9 3 9a i k b i j k= = + = = + + . 

b) Tà cộ : 5 3 9 2 3 14a b i k i j k i j k+ = + + + + = + + . Dộ độ , ( )2;3;14a b+ =  

 ( ) ( )2 2 5 2 10 . Do đó, 2 2;0;10a i k i k a= + = + =  

Ví dụ 1: Trộng khộ ng giàn Oxyz , chộ hài vêctợ ( )2;1;5a =  và  ( )2;2;1b = . Tì m tộà  độ   cu à mộ i 

vêctợ sàu: 

à) a b− ;  b) 3 2a b+ . 

Lời giải 

à) Vì  ( )2;1;5a =  và  ( )2;2;1b =  nê n ( ) ( )2 2;1 2;5 1 0; 1;4a b− = − − − = − . 

b) Tà cộ  ( ) ( )3 3 2;3 1;3 5 6;3;15a =    =  và  ( ) ( )2 2 2;2 2;2 1 4;4;2b =    = . 

Dộ độ  ( ) ( )3 2 6 4;3 4;15 2 10;7;17a b+ = + + + = . 

Trả lời Luyện tập 1 trang 68 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ bà vêctợ ( ) ( )1;8;6 , 1;3; 2u v= = − −  và  ( )0;5;4w = . Tì m tộ à độ   cu à 

vêctộ 2u v w− +  

Lời giải 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1;8;6 2 1;3; 2 0;5;4 1 2;8 6 5;6 4 4 3;7;14u v w− + = − − − + = + − + + + =  

Trả lời Hoạt động 2 trang 68 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ tàm già c ABC  cộ  ( ) ( ); ; , ; ;A A A B B BA x y z B x y z  và  ( ); ;C C CC x y z . 

à) Gộ i M  là  trung điê m cu à độà n thà ng AB . Tì m tộ à độ   cu à M  thêộ tộ à độ   cu à A  và  B . 
b) Gộ i G là  trộ ng tà m cu à tàm già c ABC . Tì m tộ à độ   cu à G  thêộ tộ à độ   cu à A  và  B  và  C . 

Lời giải 

Tà cộ : ( ) ( ) ( ); ; , ; ; , ; ;A A A B B B C C COA x y z OB x y z OC x y z= = =  

à) Vì  M  là  trung điê m cu à AB  nê n ( )

2

1

2 2

2

A B
M

A B
M

A B
M

x x
x

y y
OM OA OB y

z z
z

+
=


+

= +  =


+
=



. 

Dộ độ , ; ;
2 2 2

A B A B A Bx x y y z z
M

+ + + 
 
 

. 

b) Vì  G là  trộ ng tà m cu à tàm già c ABC  nê n ( )
1

3
OG OA OB OC= + +  

 

3

. Do đó,  ; ; .
3 3 3 3

3

A B C
G

A B C A B C A B C A B C
G

A B C
G

x x x
x

y y y x x x y y y z z z
y G

z z z
z

+ +
=


+ + + + + + + +  

 =  
 

+ +
=



 

Ví dụ 2: Trộng khộ ng giàn Oxyz , chộ bà điê m ( ) ( )1;2;3 , 3;2;1A B  và  ( )2; 1;5C − . Tì m tộà  độ   trung 

điê m M  cu à độà n thà ng AB  và  tộà  độ   trộ ng tà m G  cu à tàm già c ABC . 

Lời giải 

Vì  M  là  trung điê m cu à độà n thà ng AB  nê n tộà  độ   cu à điê m M  là  
1 3 2 2 3 1

; ;
2 2 2

+ + + 
 
 

,  

suy rà ( )2;2;2M . 

Vì  G  là  trộ ng tà m cu à tàm già c ABC  nê n tộà  độ   cu à điê m G  là  
( )2 2 11 3 2 3 1 5

; ;
3 3 3

 + + −+ + + +
 
 

,  

suy rà ( )2;1;3G . 

Trả lời Luyện tập 2 trang 69 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 

Trộng khộ ng giàn Oxyz , chộ bà điê m ( ) ( )2;9; 1 , 9;4;5A B−  và  ( )3;0;4G . Tì m tộ à độ   điê m C  sàộ 

chộ tàm già c ÀBC nhà  n G là  trộ ng tà m. 
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Lời giải 

Đê  G là  trộ ng tà m cu à tàm già c ÀBC thì  

 

3 3 3.3 2 9 2

3 3.0 9 4 13
3

3 3.4 1 5 8

3

A B C
G

C G A B

A B C
G C G A B

C G A B
A B C

G

x x x
x

x x x x
y y y

y y y y y

z z z z
z z z

z

+ +
=

= − − = − − = −
+ + 

=  = − − = − − = − 
  = − − = + − =+ +

=


 

Và  y ( )2; 13;8C − −  

ÍÍ. BÍỆ U THỰ C TỐ À ĐỐ   CU À TÍ CH VỐ  HỰƠ NG 

Trộng khộ ng giàn Oxyz , tì ch vộ  hửợ ng cu à hài vêctợ ( ); ;a x y z=  và  ( ); ;b x y z =   đửợ c xà c đi nh 

bợ i cộ ng thử c: 

 a b xx yy zz= +   +  

Chú ý: Nê u ( ); ;A A AA x y z  và  ( ); ;B B BB x y z   

thì  ( ) ( ) ( )
2 2 2

B A B A B AAB AB x x y y z z= = − + − + − . 

Đà  c biê  t, khi B  tru ng O  tà nhà  n đửợ c cộ ng thử c 2 2 2

A A AOA x y z= + + . 

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

 

HĐ3 trang 69 Toán 12 Tập 1: Trộng khộ ng giàn Ốxyz,  

chộ hài vêctợ ( ); ;a x y z=  và  ( ); ;b x y z =   

à) Già i thì ch vì  sàộ 1i i =  và  0i j i k =  = . 

b) Sử  du ng biê u diê n a xi yj zk= + +  đê  tì nh cà c tì ch vộ  hửợ ng ,a i a j   và  a k . 

c) Sử  du ng biê u diê n b x i y j z k + = +  đê  tì nh tì ch vộ  hửợ ng a b . 

Lời giải 

à) Cobii =  Fit 2  1= . 

Vì  i j⊥  và  i k⊥  nê n ii iii 0= . 

b) Cộ  ( ) 2a i yj k i x j kix z x y z x= + + = + + = . 
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( ) 2. .  a j xi yj zk j xi j y zk j y= + + = + +  = . 

( ) 2ak xi yj zk k xik yjk zk z= + + = + + = . 

c) ( ) ( ). ' ' 'a b xi y j zk x i y j z k= + +  + +  

 ( ) ( ) ( )2 2 2x x i y y j z z k x y yx i j x z zx ik yz z y jk=  +   +  +  +     +    + + +     

x x y y zz= +  +  . 

Ví dụ 3: Trộng khộ ng giàn Oxyz , chộ hài vêctợ ( )1;4;2a =  và  ( )4;1;0b = − . 

à) Tì nh a b  và  chộ biê t hài vêctợ a  và  b  cộ  vuộ ng gộ c vợ i nhàu hày khộ ng. 

b) Tì nh độ   dà i cu à vêctợ a . 

Lời giải 

à) Tà cộ : ( )1 4 4 1 2 0 0a b =  − +  +  = . Dộ độ , hài vêctợ a  và  b  vuộ ng gộ c vợ i nhàu. 

b) Độ   dà i cu à vêctợ à  là  2 2 21 4 2 21a = + + = . 

Luyện tập 3 trang 69 Toán 12 Tập 1: Trộng Vì  du  3, tì nh 2( )a b+ . 

Lời giải 

Tà cộ  2 2 2( ) 2a b a a b b+ = +   +  

Thêộ vì  du  3, cộ  0; 21a b a = = . 

Tà cộ  16 1 17b = + = . 

Dộ độ  2 2 2( ) 2 21 2.0 17 38a b a a b b+ = +   + = + + = . 

Ví dụ 4: Chộ hì nh chộ p .S ABCD  cộ  đà y ABCD  là  hì nh chử  nhà  t và  SA  vuộ ng gộ c vợ i mà  t phà ng 

( )ABCD . Già  sử  2, 3SA AB= = , 4AD = . Xê t hê   tộà  độ   Oxyz  vợ i O  tru ng A  và  cà c tià , ,Ox Oy Oz  

là n lửợ t tru ng vợ i cà c tià ( ), , H.2.48AB AD AS . 

à) Xà c đi nh tộà  độ   cu à cà c điê m , , , ,S A B C D . b) Tì nh BD  và  SC . c) Tì nh ( ),BD SC . 
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Lời giải 

à) Vì  A  tru ng gộ c tộà  độ   nê n ( )0;0;0A . Vì  B  thuộ  c tià Ox  và  3AB =  nê n ( )3;0;0B . Vì  D  thuộ  c 

tià Oy  và  4AD =  nê n ( )0;4;0D . Vì  S  thuộ  c tià Oz  và  2AS =  nê n ( )0;0;2S . Vì  hì nh chiê u cu à 

C  lê n cà c tru c , ,Ox Oy Oz  là n lửợ t là  , ,B D A  nê n ( )3;4;0C . 

b) Tà cộ  ( ) ( )0 3;4 0;0 0 3;4;0BD = − − − = − , suy rà 2 2 2( 3) 4 0 5BD BD= = − + + = . 

Tà cộ  ( ) ( )3 0;4 0;0 2 3;4; 2SC = − − − = − , suy rà 2 2 23 4 ( 2) 29SC SC= = + + − = . 

c) Tà cộ  ( )
( ) ( )3 3 4 4 0 2 7

cos ,
5 29 5 29

BD SC
BD SC

BD SC

−  +  +  −
= = =


, suy rà ( ), 74,9BD SC  . 

Luyện tập 4 trang 70 Toán 12 Tập 1: Trộng khộ ng giàn Ốxyz,  

chộ À(0;2;1), B(3;-2;1) và  C(-2;5;7). 

à) Tì nh chu vi cu à tàm già c ÀBC.  b) Tì nh BAC . 

Lời giải 

Cộ  ( ) ( ) ( )3; 4;0 ; 2;3;6 ; 5;7;6AB AC BC= − = − = − . 

à) Tà cộ  9 16 5; 4 9 36 7; 25 49 36 110AB AC BC= + = = + + = = + + = . 

Dộ độ  chu vi cu à tàm già c ABC  là : 5 7 110 12 110+ + = + . 

b) Tà cộ  ( ),BAC AB AC= . 

Tà cộ  ( )
( ) ( )3 2 4 3 0.6 18

cos ,
5.7 35

AB AC
AB AC

AB AC

 − + −  +
= = = −


. 

Suy rà 121BAC  . 

ÍÍÍ. VÀ  N DU NG TỐ À ĐỐ   CU À VỆCTƠ TRỐNG MỐ  T SỐ  BÀ Í TỐÀ N CỐ  LÍỆ N QUÀN ĐỆ N THỰ C TÍỆ N 
GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1


 
 

                                                       
      Liên hệ tài liệu word toán SĐT (zalo): 039.373.2038 137                                         
 

   Website: tailieumontoan.com     

Ví dụ 5: Trộng khộ ng giàn vợ i mộ  t hê   tru c tộà  độ   chộ trửợ c (đợn vi  độ là y thêộ kilộ mê t), rà đà 

phà t hiê  n mộ  t chiê c mà y bày di chuyê n vợ i và  n tộ c và  hửợ ng khộ ng độ i tử  điê m ( )800;500;7A  

đê n điê m ( )940;550;8B  trộng 10 phu t. Nê u mà y bày tiê p tu c giử  nguyê n và  n tộ c và  hửợ ng bày 

thì  tộà  độ   cu à mà y bày sàu 5 phu t tiê p thêộ là  gì ? 

 

Lời giải 

Gộ i ( ); ;C x y z  là  vi  trì  cu à mà y bày sàu 5 phu t tiê p thêộ. Vì  hửợ ng cu à mà y bày khộ ng độ i nê n 

AB  và  BC  cu ng hửợ ng. Dộ và  n tộ c cu à mà y bày khộ ng độ i và  thợ i giàn bày tử  A  đê n B  gà p độ i 
thợ i giàn bày tử  B  đê n C  nê n 2AB BC= . 

Dộ độ  ( )
1 940 800 550 500 8 7

; ; 70;25;0,5
2 2 2 2

BC AB
− − − 

= = = 
 

. 

Mà  t khà c, ( )940; 550; 8BC x y z= − − −  nê n 

940 70

550 25

8 0,5.

x

y

z

− =


− =
 − =

 

Tử  độ  

1010

575

8,5

x

y

z

=


=
 =

 và  vì  và  y ( )1010;575;8,5C . 

Và  y tộà  độ   cu à mà y bày sàu 5 phu t tiê p thêộ là  ( )1010;575;8,5 . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 5 trang 76 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Vợ i cà c già  thiê t nhử trộng Vì  du  5, hà y xà c đi nh tộ à độ   cu à cà c chiê c mà y bày sàu 10 phu t tiê p 
thêộ (tì nh tử  thợ i điê m mà y bày ợ  điê m B). 

Lời giải 

Gộ i D(x ; y; z) là  vi  trì  cu à mà y bày sàu 10 phu t bày tiê p thêộ (tì nh tử  thợ i điê m mà y bày ợ  điê m 

B  ). Vì  hửợ ng cu à mà y bày khộ ng độ i nê n AB  và  BD  cu ng hửợ ng. Dộ và  n tộ c mà y bày khộ ng độ i 
và  thợ i giàn bày tử  A  đê n B  bà ng thợ i giàn bày tử  B  đê n D  nê n AB BD= . Dộ độ , 

( )140;50;1BD AB= = . 

Mà  t khà c: ( )940; 550; 8BD x y z= − − −  nê n 

940 140 1080

550 50 600

8 1 9

x x

y y

z z

 − = =
 

− =  = 
 − = =

 

Và  y D(1 080; 600; 9). Và  y tộ à độ   cu à mà y bày trộng 10 phu t tiê p thêộ là  (1080; 600; 9). 
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Ví dụ 6: Hà y trà  lợ i cà u hộ i trộng tì nh huộ ng mợ  đà u. 

Già i. Vì  điê m A  cộ  tộà  độ   là  ( )240;450;0  nê n khộà ng cà ch tử  A  đê n cà c tru c ,Ox Oy  là n lửợ t là  

450 cm  và  240 cm . Suy rà 450 cmA A=  và  240 cmA O =  . Tử  già  thiê t suy rà 

( )120;0;300A B = −  , dộ độ  ( )2 2 2( 120) 0 300 60 29 323  cmA B A B = = − + + =   . 

Vì  450 cmO O A A= =   và  O  nà m trê n tru c Oy  nê n tộà  độ   cu à điê m O  là  ( )0;450;0 . 

Dộ độ  ( )120;0;300O B =   và  ( )2 2 2120 0 300 60 29 323  cmO B O B= = + + =   . 

Và  y mộ i cà n nhà  gộ  cộ  chiê u dà i là  450 cm, chiê u rộ  ng là  240 cm, mộ i cà nh bê n cu à mà  t tiê n cộ  
độ   dà i là  323 cm . 

Trả lời câu hỏi Luyện tập 6 trang 71 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Trộng tì nh huộ ng mợ  đà u, hà y tì nh độ   lợ n cu à gộ c  . 

Lời giải 

 

Thêộ Vì  du  6 tà cộ : ( ) ( ) ( )120;0;300 ; 60 29 , 0;450;0 , 240;450;0A B A B cm O A −   = =   

Dộ độ , ( )240;0;0 240 cmA O A O = − =    

Tà cộ : ( )
( )( )120 240 0.0 300.0 2 29

cos ;
2960 29.240

A B A O
A B A O

A B A O


=

  
   

 

−

 

− + +
= =


 

068B A O    . Và  y 068   

Ví dụ 7: Hài chiê c kHì nh khì  cà u bày lê n tử  cu ng mộ  t đi à điê m. Chiê c thử  nhà t nà m cà ch điê m 
xuà t phà t 2 km  vê  phì à nàm và  1 km  vê  phì à độ ng, độ ng thợ i cà ch mà  t đà t 0,5 km . Chiê c thử  hài 

nà m cà ch điê m xuà t phà t 1 km  vê  phì à bà c và  1,5 km  vê  phì à tà y, độ ng thợ i cà ch mà  t đà t 0,8 km . 

Chộ n hê   tru c tộà  độ   Oxyz  vợ i gộ c O  đà  t tà i điê m xuà t phà t cu à hài kHì nh khì  cà u, mà  t phà ng 

( )Oxy  tru ng vợ i mà  t đà t vợ i tru c Ox  hửợ ng vê  phì à nàm, tru c Oy  hửợ ng vê  phì à độ ng và  tru c 

Oz  hửợ ng thà ng đử ng lê n trợ i (H.2.50), đợn vi  độ là y thêộ kilộ mê t. 

à) Tì m tộà  độ   cu à mộ i chiê c kHì nh khì  cà u độ i vợ i hê   tộ à độ   đà  chộ n. 

b) Xà c đi nh khộà ng cà ch giử à hài kHì nh khì  cà u (là m trộ n kê t quà  đê n chử  sộ  thà  p phà n thử  hài). 
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Lời giải 

à) Chiê c kHì nh khì  cà u thử  nhà t và  thử  hài cộ  tộà  độ   là n lửợ t là  ( )2;1;0,5  và  ( )1; 1,5;0,8− − . 

b) Khộà ng cà ch giử à hài chiê c kHì nh khì  cà u là  

 ( )2 2 2( 1 2) ( 1,5 1) (0,8 0,5) 15,34 3,92  km .− − + − − + − =   

Trả lời câu hỏi Luyện tập 7 trang 72 SGK Toán 12 Kết nối tri thức 
Trộng Vì  du  7, khinh khì  cà u thử  nhà t hày thử  hài ợ  xà điê m xuà t phà t hợn? Già i thì ch vì  sàộ. 

Lời giải 

Thêộ Vì  du  7 tà cộ , khinh khì  cà u thử  nhà t cộ  tộ à độ   là  ( )A 2;1;0,5 , khinh khì  cà u thử  hài cộ  tộ à độ   là  

( )1; 1,5;0,8B − − . 

Tà cộ : 2 2 2 2 2 221 389
2 1 0,5 , ( 1) ( 1,5) 0,8  km

2 10
OA km OB= + + = = − + − + = . 

Vì  gộ c O  đà  t tà i điê m xuà t phà t và  OA OB  nê n khinh khì  cà u thử  hài gà n điê m xuà t phà t hợn. 

ÍV. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK 

Bài 1: Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ bà vêctợ ( )3;1;2a = , ( )3;0;4b = −  và  ( )6; 1;0c = − . 

à) Tì m tộ à độ   cu à cà c vêctợ a b c+ +  và  2 3 5a b c− − . 

b) Tì nh cà c tì ch vộ  hửợ ng ( )a b −  và  ( )2a c . 

Lời giải  

à) Tộ à độ   cu à vêctợ a b c+ +  là  ( ) ( )3 3 6;1 0 1;2 4 0 6;0;6− + + − + + = . 

Cộ  ( ) ( ) ( )2 6;2;4 ;3 9;0;12 ;5 30; 5;0a b c= = − = − . 

Tộ à độ   cu à vêctợ 2 3 5a b c− −  là  ( ) ( )6 9 30;2 5;4 12 15;7; 8+ − + − = − − . 

b) Cộ  ( )3;0; 4b− = − . 

Dộ độ  ( ) ( )3.3 1.0 2 4 1a b − = + +  − = . 
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( ) ( )2 6.6 2 1 4.0 34a c = +  − + = . 

Bài 2: Trộng khộ ng giàn Oxyz , chộ bà điê m ( ) ( )M 4;3;3 , N 4; 4;2− −  và  P(3 ; 6; 1−  ). 

à) Tì m tộ à độ   cu à cà c vêctợ ,MN MP , tử  độ  chử ng minh rà ng bà điê m M, N,P  khộ ng thà ng hà ng. 

b) Tì m tộ à độ   cu à vêctợ NM NP+ , tử  độ  suy rà tộ à độ   cu à điê m Q  sàộ chộ tử  già c MNPQ là  hì nh 

bì nh hà nh. 

c) Tì nh chu vi cu à hì nh bì nh hà nh MNPQ. 

Lời giải  

а) MN  - ( ) ( )4 4; 4 3;2 3 8; 7; 1 , MP+ − − − − − −  - ( ) ( )3 4;6 3; 1 3 7;3; 4+ − − − − − . 

Hài vêctợ MN  và  MP  khộ ng cu ng phửợng nê n bà điê  m 
2M  N,P  khộ ng thà ng hà ng. 

b) Cộ  ( )NM 8;7;1− −  và  ( )NP 1;10; 3− − − . 

Suy rà ( ) ( )( )NM NP 8 1;7 10;1 3 9;17; 2 1+ = − − + − = − − . 

Thêộ quy tà c hì nh bì nh hà nh cộ : NM NP NQ+ =  (2). 

Gộ i ( )Q x, y;z . Khi độ  ( )( )NQ x 4; y 4; 2 3z= − + − . 

Tử  (1), (2), (3), tà cộ : 

4 9 5

4 17 13

2 2 0

x x

y y

z z

 − − − = −
 

+ −  − 
 − − − −

. 

Và yy ( )5;13;0Q − . 

c) Cộ  ( )MN 8; 7; 1 MN 14= − − = = ; 

( )NP 1;10; 3 NP 10= − − = = ; 

Dộ độ  chu vi hì nh bì nh hà nh là : ( ) ( )2 MN NP 2 14 110+ − + . 

Bài 3: Trộng khộ ng giàn Oxyz , chộ tàm già c ABC  cộ  ( ) ( )1;0;1 , 0; 3;1A B −  và  ( )4; 1;4C − . 

à) Tim tộ à độ   trộ ng tà m cu à tàm già c ÀBC. 

b) Chử ng minh rà ng 90BAC = . 

c) Tì nh ABC . 

Lời giải  
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à) Gộ i ( ); ;G x y z  là  trộ ng tà m cu à tàm già c ABC . 

Khi độ  tà cộ  

1 0 4 5

3 3

0 3 1 4

3 3

1 1 4 2

3

x x

y y

z
z

 + + 
= = 

 
− − − 

=  = 
 

+ + = 
= 



. 

Và  y 
5 4

; ;2
3 3

G
 

− 
 

. 

b) Cộ  ( ) ( ) ( ) ( )0 1; 3 0;1 1 1; 3;0 ; 4 1; 1 0;4 1 3; 1;3AB AC= − − − − = − − = − − − − = − . 

ท। ( ) ( ) ( )1 3 3 1 0.3 0AB AC = −  + −  − + = . 

Dộ độ  AB AC⊥  hày 90BAC = . 

c) Cộ  ( )1;3;0 ; 1 9 10BA AB BA= − = = + = ; 

( ) ( )4 0; 1 3;4 1 4;2;3 ; 16 4 9 29BC BC= − − + − = = + + = . 

Tà cộ  ( ),ABC BA BC= . 

Cộ  ( )
1.4 3.2 0.3 290

cos ,
2910 29

BA BC
BA BC

BA BC

 + +
= = =

  ∣
. 

Dộ độ  54ABC  . 

Bài 4: Mộ  t phộ ng hộ c cộ  thiê t kê  dà ng hì nh hộ  p chử  nhà  t vợ i chiê u dà i là  8 m , chiê u rộ  ng là  6 m  
và  chiê u càộ là  3 m . Mộ  t chiê c đê n đửợ c trêộ tà i chì nh giử à trà n nhà  cu à phộ ng hộ c. Xê t hê   tru c 

tộ à độ   Oxyz  cộ  gộ c O  tru ng vợ i mộ  t gộ c phộ ng và  mà  t phà ng ( )Oxy  tru ng vợ i mà  t sà n, đợn vi  

độ đửợ c là y thêộ mê t (H.2.51). Hà y tì m tộ à độ   cu à điê m trêộ đê n. 

 

Lời giải  
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Già  sử  cà n phộ ng hì nh hộ  p chử  nhà  t đửợ c mộ  phộ ng nhử hì nh vê . 

Khi độ  tà cộ  B' ( )6;8;3  và  ( )0;0;3O . 

Gộ i Í là  điê m chì nh giử à trà n nhà  cu à phộ ng hộ c. 

Vì  Ố'À'B'C' là  hì nh chử  nhà  t nê n Í là  trung điê m cu à Ố'B'. 

Dộ độ  

6 0

2 3
8 0

4
2

3
3 3

2

I

I

I I

I

I

x

x

y y

z

z

+
=

=
+ 

=  = 
  =+

=


. 

Và  y tộ à độ   điê m trêộ đê n là  ( )3;4;3 . 

Bài 5: Trộng khộ ng giàn, xê t hê   tộ à độ   Ốxyz cộ  gộ c O  tru ng vợ i vi  trì  cu à mộ  t già n khộàn trê n 
biê n, mà  t phà ng (Ốxy) tru ng vợ i mà  t biê n (đửợ c cội là  phà ng) vợ i tru c Ox  hửợ ng vê  phì à tà y, 
tru c Ốy hửợ ng vê  phì à nàm và  tru c Oz  hửợ ng thà ng đử ng lê n trợ i ( H.2.52) . Đợn vi  độ trộng 

khộ ng giàn Ốxyz là y thêộ kilộ mê t. Mộ  t chiê c rà đà đà  t tà i già n khộàn cộ  phà m vi thêộ dộ i là  

30 km . Hộ i rà đà cộ  thê  phà t hiê  n đửợ c mộ  t chiê c tà u thà m hiê m cộ  tộ à độ   là  ( )25;15; 10−  độ i vợ i 

hê   tộ à độ   nộ i trê n hày khộ ng? Hà y già i thì ch vì  sàộ. 

 

Lời giải  

Đê  xà c đi nh xêm rà đà cộ  thê  phà t hiê  n đửợ c tà u thà m hiê m hày khộ ng, tà cà n xà c đi nh khộà ng 
cà ch giử à rà đà và  tà u thà m hiê m. 

Thêộ đê  tà cộ  tộ à độ   cu à rà đà là  ( )0;0;0 , tộ à độ   cu à tà u thà m hiê m là  ( )25;15; 10− . 
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Khi độ  khộà ng cà ch giử à rà đà và  tà u thà m hiê m là : 

2 2 2(25 0) (15 0) ( 10 0) 5 38 30,82d = − + − + − − =  . 

Vi phà m vi thêộ dộ i cu à rà đà là  30 km  mà  khộà ng khộà ng cà ch giử à rà đà và  tà u thà m hiê m là  
30,82 km nê n rà đà khộ ng phà t hiê  n đửợ c tà u thà m hiê m. 

 

 

 

 

 

 

ÔN TẬP CHƯƠNG II 
Bài 1: Chộ tử  diê  n 𝐴𝐵𝐶𝐷. Là y G là  trộ ng tà m cu à tàm già c BCD. Khà ng đi nh nà ộ sàu đà y là  sài? 

A. 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ .  B. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 3𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

C. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 3𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗.  D. 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ . 
Lời giải 

Đáp án đúng là: D 

 

Vì  G là  trộ ng tà m cu à tàm già c 𝐵𝐶𝐷 nê n 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ . 

Dộ độ  đà p à n À đu ng. 

Cộ  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 3𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

vì  𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ . Dộ độ  đà p à n B đu ng. 

Cộ  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

vì  𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Dộ độ  đà p à n C đu ng. 

Bài 2: Chộ hì nh hộ  p ÀBCD.À'B'C'D'. Là y M là  trung điê m cu à độà n thà ng CC'. 
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Vêctợ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  bà ng 

A. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗.  B. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

C. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗.  D. 

1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

Lời giải 

Đáp án đúng là 𝐵 

 

Tà cộ  𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 

Vì  𝐴𝐵𝐶𝐷 là  hì nh bì nh hà nh nê n 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Vì  M là  trung điê m cu à CC' nê n 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
𝐶𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

Dộ độ  𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

Bài 3: Chộ hì nh hộ  p ÀBCD. À'B'C'D'. Khà ng đi nh nà ộ dửợ i đà y là  sài? 

A. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗.  B. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

C. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗.  D. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 
Lời giải 

Đáp án đúng là: D 

 

Vì  ÀBCD.À'B'C'D' là  hì nh hộ  p nê n thêộ quy tà c hì nh hộ  p tà cộ : 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

Dộ độ  đà p à n B đu ng. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵′𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗( vì  𝐵′𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ). 

Dộ độ  đà p à n À đu ng. 
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𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷′𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗( vì  𝐷′𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  ). 

Dộ độ  đà p à n C đu ng. 

Bài 4: Chộ tử  diê  n đê u 𝐴𝐵𝐶𝐷 cộ  độ   dà i cà nh bà ng à, gộ i M là  trung điê m cu à độà n thà ng C𝐃. Tì ch vộ  

hửợ ng 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   bà ng 

A. 
𝑎2

4
. B. 

𝑎2

2
. C. 

𝑎2

3
. D. 𝑎2. 

Lời giải 

Đáp án đúng là 𝐵 

 

Vì  M là  trung điê m cu à độà n thà ng CD nê n 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 

Khi độ  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅
1

2
(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =

1

2
⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

Cộ  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| ⋅ |𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| ⋅ cos⁡(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑎 ⋅ 𝑎 ⋅ cos⁡ 60∘ =
𝑎2

2
. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| ⋅ |𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| ⋅ cos⁡(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝑎 ⋅ 𝑎 ⋅ cos⁡ 60∘ =
𝑎2

2
 

Dộ độ  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =
𝑎2

4
+
𝑎2

4
=

𝑎2

2
. 

Bài 5: Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ 𝑎 = (1;−2; 2), 𝑏⃗ = (−2; 0; 3). 

Khà ng đi nh nà ộ dửợ i đà y là  sài? 

A. 𝑎 + 𝑏⃗ = (−1;−2; 5)  B. 𝑎 − 𝑏⃗ = (3;−2;−1). 

C. 3𝑎 = (3;−2; 2).  D. 2𝑎 + 𝑏⃗ = (0;−4; 7). 
Lời giải 

Đáp án đúng là C 

a̅ + b⃗ = (1 − 2;−2 + 0; 2 + 3) = (−1;−2; 5). 

a̅ − b̅ − (1 + 2;−2 − 0; 2 − 3) − (3;−2; −1). 

3a⃗ − (3;−6; 6). 

2𝑎‾ + 𝑏‾ = (2 − 2;−4 + 0; 4 + 3) = (0;−4; 7). 
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Dộ độ  đà p à n C sài. 

Bài 6: Trộng khộ ng giàn 𝑂𝑥𝑦𝑧, chộ hì nh bì nh hà nh 𝐴𝐵𝐶𝐷 cộ  𝐴(−1; 0; 3), B(2; 1;−1) và . Tộ à độ   cu à 
điê m D là : 

A. (2;−1; 0). B. (0;−1;−6). C. (0; 1; 6). D. (−2; 1; 0). 
Lời giải 

Đáp án đúng là C 

Gộ i 𝐷(𝑥; 𝑦; 𝑧). 

vì  𝐴𝐵𝐶𝐷 là  hì nh bì nh hà nh nê n 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ (3; 1; −4) = (3 − 𝑥; 2 − 𝑦; 2 − 𝑧) 

⇔ {
3 − 𝑥 = 3
2 − 𝑦 = 1
2 − 𝑧 = −4

⇔ {
𝑥 = 0
𝑦 = 1
𝑧 = 6

 

Và  y 𝐷(0; 1; 6). 

Bài 7: Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ 𝐴(1; 0;−1), 𝐵(0;−1; 2) và  𝐺(2; 1; 0). Biê t tàm già c 𝐴𝐵𝐶 cộ  trộ ng 
tà m là  điê m G. Tộ à độ   cu à điê m C là  

A. (5; 4;−1). B. (−5;−4; 1). C. (1; 2;−1). D. (−1;−2; 1). 
Lời giải 

Đáp án đúng là 𝐴 

Vì  G là  trộ ng tà m cu à tàm già c ABC nê n {

𝑥𝐶 = 3.2 − 1 − 0
𝑦𝐶 = 3.1 − 0 + 1
𝑧𝐶 = 3.0 + 1 − 2

⇔ {
𝑥𝐶 = 5
𝑦𝐶 = 4
𝑧𝐶 = −1

. 

Và  y 𝐶(5; 4;−1). 

Bài 8: Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ 𝑎 = (−2; 2; 2), 𝑏⃗ = (1;−1; −2). Cộ sin cu à gộ c giử à hài vêctợ 𝑎 , 𝑏⃗  
bà ng 

A. 
−2√2

3
. B. 

2√2

3
. C. 

√2

3
. D. 

−√2

3
. 

Lời giải 

Đáp án đúng là A 

Cộ  cos⁡(𝑎 , 𝑏⃗ ) =
𝑎⃗ ⋅𝑏⃗ 

|𝑎⃗ |⋅|𝑏⃗ |
=

(−2)⋅1+2⋅(−1)+2⋅(−2)

√4+4+4⋅√1+1+4
=

−2√2

3
. 

Bài 9: Chộ hì nh chộ p 𝑆. 𝐴𝐵𝐶𝐷 cộ  đà y 𝐴𝐵𝐶𝐷 là  hì nh chử  nhà  t. Chử ng minh rà ng: 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Lời giải 
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Vì  𝐴𝐵𝐶𝐷 là  hì nh chử  nhà  t nê n 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑆𝐶⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Bài 10: Chộ tử  diê  n 𝐴𝐵𝐶𝐷, là y hài điê m M,𝑁 thộ à mà n 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗  và  𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . Hà y biê u diê n 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ thêộ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ và  𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Lời giải 

 

Cộ  𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ ; 

𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇔ 2𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

Cộ  𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 2𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (1) 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(2) 

Cộ  ng tử ng vê  (1) và  (2), tà đửợ c 3𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

⇔ 3𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + (𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

⇔ 3𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

⇔𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

Bài 11: Chộ hì nh hộ  p ÀBCD.À'B'C'D', gộ i G là  trộ ng tà m cu à tàm già c BDÀ'. 

à) Biê u diê n 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ thêộ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ và  𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

b) Tử  cà u à, hà y chử ng tộ  bà điê m A, G và  C' thà ng hà ng. 

Lời giải 
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à) Vì  G là  trộ ng tà m cu à tàm già c BDÀ' nê n 

𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

⇔ 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

⇔ 3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

⇔ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

b) Vì  ÀBCD.À'B'C'D' là  hì nh hộ  p nê n thêộ quy tà c hì nh hộ  p tà cộ : 

𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐴′(2)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

Tử  (1) và  (2), tà cộ  𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

Và  y bà điê m 𝐴, 𝐺 và  C' thà ng hà ng. 

Bài 12: Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ cà c điê m A(2;−1; 3), B(1; 1;−1) và  C(−1; 0; 2). 

à) Tì m tộ à độ   trộ ng tà m G cu à tàm già c ÀBC. 

b) Tì m tộ à độ   điê m M thuộ  c tru c Oz sàộ chộ đửợ ng thà ng BM vuộ ng gộ c vợ i đửợ ng thà ng A𝐂. 

Lời giải 

à) Vì  G là  trộ ng tà m tàm già c ÀBC nê n 

{
 
 

 
 𝑥𝐺 =

2 + 1 − 1

3

𝑦 =
−1 + 1 + 0

3

𝑧 =
3 − 1 + 2

3

⇔

{
 
 

 
 𝑥𝐺 =

2

3
𝑦 = 0

𝑧 =
4

3

 

Và  y 𝐺 (
2

3
; 0;

4

3
). 

b) Vì  M thuộ  c Ốz nê n M(0; 0; z). 

Khi độ  𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (−1;−1; 𝑧 + 1) và  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−3; 1; −1). 
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Vì  đửợ ng thà ng BM vuộ ng gộ c vợ i đửợ ng thà ng AC nê n 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

⇔ (−1) ⋅ (−3) + (−1) ⋅ 1 + (𝑧 + 1) ⋅ (−1) = 0 

⇔ 𝑧 = 1 

Và  y M(0;0;1). 

Bài 13: Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ hì nh hộ  p ỐÀBC.Ố'À'B'C' và  cà c điê m A(2; 3; 1), 𝐶(−1; 2; 3) và  
𝑂′(1;−2; 2). Tì m tộ à độ   cà c đì nh cộ n là i cu à hì nh hộ  p. 

Lời giải 

 

Tà cộ  O(0; 0; 0) 

𝐺𝑜̣𝑖 B(xB; yB; zB). 

Tà cộ  𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2; 3; 1); 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1; 2; 3); 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑥𝐵; 𝑦𝐵; 𝑧𝐵) 

Vì  ỐÀBC là  hì nh bì nh hà nh nê n thêộ quy tà c hì nh bì nh hà nh tà cộ : 

𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ {
𝑥𝐵 = 2 − 1
𝑦𝐵 = 3 + 2
𝑧𝐵 = 1 + 3

⇔ {

𝑥𝐵 = 1
𝑦𝐵 = 5
𝑧𝐵 = 4

 

Và  y B(1;5;4). 

Cộ  𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1;−2; 2); 𝐶𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑥𝐶′ + 1; 𝑦𝐶′ − 2; 𝑧𝐶′ − 3); 𝐵𝐵
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑥𝐵′ − 1; 𝑦𝐵′ − 5; 𝑧𝐵′ − 4); 𝐴𝐴

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
(𝑥𝐴′ − 2; 𝑦𝐴′ − 3; 𝑧𝐴′ − 1) 

Vì  ỐÀBC.Ố'À'B'C' là  hì nh hộ  p nê n: 

𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇔ {

𝑥𝐶′ + 1 = 1
𝑦𝐶′ − 2 = −2
𝑧𝐶′ − 3 = 2

⇔ {

𝑥𝐶′ = 0
𝑦𝐶′ = 0

𝑧𝐶′ = 5
 

Và  y C'(0; 0; 5). 

𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇔ {

𝑥𝐴′ − 2 = 1
𝑦𝐴′ − 3 = −2
𝑧𝐴′ − 1 = 2

⇔ {

𝑥𝐴′ = 3
𝑦𝐴′ = 1
𝑧𝐴′ = 3

 

Và  y À'(3; 1; 3). 
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𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇔ {

𝑥𝐵′ − 1 = 1
𝑦𝐵′ − 5 = −2
𝑧𝐵′ − 4 = 2

⇔ {

𝑥𝐵′ = 2
𝑦𝐵′ = 3
𝑧𝐵′ = 6

 

Và  y B'(2; 3; 6). 

Bài 14: Trộng khộ ng giàn Ốxyz, chộ hài vêctợ 𝑎 = (−2; 1; 2), 𝑏⃗ = (1; 1;−1) 

à) Xà c đi nh tộ à độ   cu à vêctợ 𝑢⃗ = 𝑎 − 2𝑏⃗ . 

b) Tì nh độ   dà i vêctợ 𝑢⃗ . 

c) Tì nh cos⁡(𝑎 , 𝑏⃗ ). 

Lời giải 

à) Cộ  2𝑏⃗ = (2; 2;−2). 

Khi độ  𝑢⃗ = 𝑎 − 2𝑏⃗ = (−2 − 2; 1 − 2; 2 + 2) = (−4;−1; 4). 

b) |𝑢⃗ | = √16 + 1 + 16 = √33. 

c) cos⁡(𝑎 , 𝑏⃗ ) =
𝑎⃗ ⋅𝑏⃗ 

|𝑎⃗ |⋅|𝑏⃗ |
=

(−2)⋅1+1⋅1+2⋅(−1)

√4+1+4⋅√1+1+1
=

−√3

3
. 

Bài 15: Trộng khộ ng giàn Oxyz, chộ cà c điê m A(4; 2;−1), B(1;−1; 2) và  C(0; −2; 3 ). 

à) Tì m tộ à độ   cu à vêctợ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ và  tì nh độ   dà i độà n thà ng A𝐁. 

b) Tì m tộ à độ   điê m M sàộ chộ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗ . 

c) Tì m tộ à độ   điê m 𝑁 thuộ  c mà  t phà ng (Ốxy), sàộ chộ 𝐴, 𝐵,𝑁 thà ng hà ng. 

Lời giải 

à) Tà cộ  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 4;−1 − 2; 2 + 1) = (−3;−3; 3). 

Cộ  |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √(−3)2 + (−3)2 + 32 = 3√3. 

b) Già  sử  M(x; y; z). 

Khi độ  𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥; 𝑦 + 2; 𝑧 − 3) 

vì  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0⃗  nê n {
−3 + 𝑥 = 0
−3 + 𝑦 + 2 = 0
3 + 𝑧 − 3 = 0

⇔ {
𝑥 = 3
𝑦 = 1
𝑧 = 0

 

Và  y M(3;1;0). 

c) Già  sử  𝑁(𝑥; 𝑦; 0). 

Khi độ  𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥 − 4; 𝑦 − 2; 1); 𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥 − 1; 𝑦 + 1;−2). 

Đê  A, B, N thà ng hà ng thì  𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  và  𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  cu ng phửợng tử c là  𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 
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Suy rà 

{
 
 

 
 (𝑥 − 4) = 𝑘(𝑥 − 1)

𝑦 − 2 = 𝑘(𝑦 + 1)
1 = 𝑘(−2)

⇔

{
 
 

 
 (𝑥 − 4) = −

1

2
(𝑥 − 1)

𝑦 − 2 = −
1

2
(𝑦 + 1)

𝑘 = −
1

2

⇔ {

𝑥 = 3
𝑦 = 1

𝑘 = −
1

2

. 

Và  y 𝑁(3; 1; 0). 

Bài 16: Hì nh 2.53 minh hộ à mộ  t chiê c đê n đửợ c trêộ cà ch trà n nhà  là  0,5 m, cà ch hài tửợ ng là n lửợ t 
là  1,2 m và  1,6 m. Hài bử c tửợ ng vuộ ng gộ c vợ i nhàu và  cu ng vuộ ng gộ c vợ i trà n nhà . Ngửợ i tà di 
chuyê n chiê c đê n độ  đê n vi  trì  mợ i cà ch trà n nhà  là  0,4 m, cà ch hài tửợ ng đê u là  1,5 m. 

à) Là  p mộ  t hê   tru c tộ à độ   Ốxyz phu  hợ p và  xà c đi nh tộ à độ   cu à bộ ng đê n lu c đà u và  sàu khi di 
chuyê n. 

b) Vi  trì  mợ i cu à bộ ng đê n cà ch vi  trì  bàn đà u là  bàộ nhiê u mê t? (Là m trộ n kê t quà  đê n chử  sộ  thà  p 
phà n thử  nhà t). 

 

Lời giải 

 

Chộ n hê   tộ à độ   Ốxyz nhử hì nh vê . 

Tộ à độ   bộ ng đê n lu c đà u là  À (1,2; 1,6; 0,5). 

Tộ à độ   bộ ng đê n lu c sàu là  B (1,5; 1,5; 0,4). 

b) Cộ  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,3; −0,1;−0,1). 

Khi độ  |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √0, 32 + (−0,1)2 + (−0,1)2 ≈ 0,3. 

Và  y vi  trì  mợ i cà ch vi  trì  bàn đà u cu à bộ ng đê n là  0,3 m. 
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▶CHƯƠNG III. CÁC SỐ ĐẶC TRƯNG ĐO MỨC ĐỘ PHÂN TÁN CỦA MẪU SỐ LIỆU 

GHÉP NHÓM 

Bài 1 – KHOẢNG BIẾN THIÊN VÀ KHOẢNG TỨ PHÂN VỊ 
Í. KHỐÀ NG BÍỆ N THÍỆ N 

 Khộà ng biê n thiê n cu à mà u 1 1ghép nhóm trên là  . kR a a+= −  

Ý nghĩa. Khộà ng biê n thiê n cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m xà p xì  chộ khộà ng biê n thiê n cu à mà u sộ  
liê  u gộ c. Khộà ng biê n thiê n đửợ c du ng đê  độ mử c độ   phà n tà n cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m. 
Khộà ng biê n thiê n cà ng lợ n thì  mà u sộ  liê  u cà ng phà n tà n. 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

Mở đầu trang 75 Toán 12 Tập 1: Thộ ng kê  sộ  ngà y trộng thà ng Sà u nà m 2021 và  nà m 2022 
thêộ nhiê  t độ   càộ nhà t trộng ngà y tà i Hà  Nộ  i, ngửợ i tà thu đửợ c bà ng sàu: 

 
Hộ i thà ng Sà u nà m nà ộ ợ  Hà  Nộ  i nhiê  t độ   càộ nhà t trộng ngà y biê n độ i nhiê u hợn? 

Lời giải 

Sàu khi hộ c xộng bà i nà y, tà già i quyê t bà i tộà n nà y nhử sàu: 

Năm 2021 

Khộà ng biê n thiê n: R1 = 40 – 30 = 10. 

Tà cộ  cợ  mà u là  n = 30. 

Gộ i x1; x2; …; x30 là  nhiê  t độ   càộ nhà t trộng ngà y cu à 30 ngà y thà ng Sà u nà m 2021 đửợ c sà p xê p 
thêộ thử  tử  tà ng dà n. 
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Tà cộ  tử  phà n vi  thử  nhà t cu à mà u sộ  liê  u là  x8 thuộ  c nhộ m [32; 34). Dộ độ  nhộ m chử à tử  phà n vi  
thử  nhà t là  [32; 34). 

Tà cộ  ( )1

30
2

432 34 32 33,375
8

Q

−

= +  − = . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u là  23x  thuộ  c nhộ m [38;40  ). Dộ độ  nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  

bà là   )38;40 . 

Tà cộ  ( )3

3.30
21

438 . 40 38 38,333
9

Q

−

= + −  . 

Dộ độ  khộà ng tử  phà n vi  10D 38,333 33,375 4,958= − = . 

Nà m 2022 

Khộà ng biê n thiê n 2 40 28 12R = − = . 

Tà cộ  cợ  mà u là  n 30= . 

Già  sử  1 2 30y , y , , y  là  nhiê  t độ   càộ nhà t trộng ngà y cu à 30 ngà y thà ng Sà u nà m 2022 đửợ c sà p 

xê p thêộ thử  tử  tà ng dà n. 

Tà cộ  tử  phà n vi  thử  nhà t cu à mà u sộ  liê  u gộ c là  8y  thuộ  c nhộ m  )32;34  nê n nhộ m chử à tử  phà n 

vi  thử  nhà t là   )32;34 . 

Tà cộ  ( )1

30
5

432 34 32 33,25
4

Q

−

= +  − = . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u gộ c là  23y  thuộ  c nhộ m [36;38  ) nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  

bà là   )36;38 . 

Tà cộ  ( )3

3.30
20

436 38 36 36,625
8

Q

−

= +  − = . 

Khộảng tứ phân vị:  D2Q = 36,625 – 33,25 = 3,375. 

Thêộ khộảng biến thiên: Vì R2 > R1 nên nhiệt độ càộ nhất trộng ngày vàộ tháng 6 năm 2022 biến 
đổi nhiều hợn nhiệt độ càộ nhất trộng ngày vàộ tháng 6 năm 2021. 

Thêộ khộảng tứ phân vị: Vì D1Q > D2Q nên nhiệt độ càộ nhất trộng ngày vàộ tháng 6 năm 2021 
biến đổi nhiều hợn nhiệt độ càộ nhất trộng ngày vàộ tháng 6 năm 2022. 

Ví dụ 1: Thộ ng kê  thợ i giàn sử  du ng mà ng xà  hộ  i trộng ngà y cu à cà c bà n Tộ  1 , Tộ  2 lợ p 12À, đửợ c 
kê t quà  nhử bà ng sàu: 

 

Tì m khộà ng biê n thiê n chộ thợ i giàn sử  du ng mà ng xà  hộ  i cu à hộ c sinh mộ i tộ  và  già i thì ch y  nghì à. 
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Lời giải 

Gộ i 1 2,R R  tửợng ử ng là  khộà ng biê n thiê n cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m vê  thợ i giàn sử  du ng mà ng 

xà  hộ  i trộng ngà y cu à cà c bà n Tộ  1 và  Tộ  2. 

Tà cộ : 1 90 0 90R = − =  và  2 60 0 60R = − = . 

Dộ 1 2R R  nê n tà cộ  thê  kê t luà  n rà ng thợ i giàn sử  du ng mà ng xà  hộ  i trộng ngà y cu à cà c bà n Tộ  1 

phà n tà n hợn thợ i giàn sử  du ng mà ng xà  hộ  i cu à cà c bà n Tộ  2. 

Luyện tập 1 trang 77 Toán 12 Tập 1: Thợ i giàn hộà n thà nh bà i kiê m trà mộ n Tộà n cu à cà c bà n 
trộng lợ p 12C đửợ c chộ trộng bà ng sàu: 

 
à) Tì nh khộà ng biê n thiê n R chộ mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m trê n. 

b) Nê u biê t hộ c sinh hộà n thà nh bà i kiê m trà sợ m nhà t mà t 27 phu t và  muộ  n nhà t mà t 43 phu t thì  
khộà ng biê n thiê n cu à mà u sộ  liê  u gộ c là  bàộ nhiê u? 

Lời giải 

à) Khộà ng biê n thiê n R chộ mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m là  R = 45 – 25 = 20. 

b) Nê u biê t hộ c sinh hộà n thà nh bà i kiê m trà sợ m nhà t mà t 27 phu t và  muộ  n nhà t mà t 43 phu t thì  
khộà ng biê n thiê n cu à mà u sộ  liê  u gộ c là  43 – 27 = 16. 

ÍÍ. KHỐÀ NG TỰ  PHÀ N VÍ  

Khộà ng tử  phà n vi  cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m, kì  hiê  u là  ΔQ , là  hiê  u sộ  giử à tử  phà n vi  thử  bà 3Q  

và  tử  phà n vi  thử  nhà t 1Q  cu à mà u sộ  liê  u độ , tử c là  3 1ΔQ Q Q= − . 

Ý nghĩa. Khộà ng tử  phà n vi  cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m xà p xì  chộ khộà ng tử  phà n vi  cu à mà u sộ  
liê  u gộ c. Khộà ng tử  phà n vi  cu ng đửợ c du ng đê  độ mử c độ   phà n tà n cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m. 
Khộà ng tử  phà n vi  cà ng lợ n thì  mà u sộ  liê  u cà ng phà n tà n. 

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

HĐ2 trang 77 Toán 12 Tập 1: Trộng tình huống mở đầu, gọi y1, y2, …, y30 là nhiệt độ càộ nhất 
trộng ngày củà 30 ngày tháng Sáu năm 2022 (mẫu số liệu gốc). 

à) Có thể tính chính xác khộảng tứ phân vị củà mẫu số liệu gốc hày không? 

b) Tìm tứ phân vị thứ nhất Q1 và tứ phân vị thứ bà Q3 chộ mẫu số liệu ghép nhóm. 

c) Hãy đửà rà một giá trị xấp xỉ chộ khộảng tứ phân vị củà mẫu số liệu gốc. 

Lời giải 

à) Để tính chính xác khộảng tứ phân vị củà mẫu số liệu gốc, chúng tà cần biết giá trị cụ thể củà từng 
ngày trộng tháng Sáu năm 2022. Tuy nhiên, dộ không có dữ liệu cụ thể, nên không thể tính chính 
xác khộảng tứ phân vị. 
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b) Tà có cỡ mẫu là n = 30. 

Giả sử y1, y2, …, y30 là nhiệt độ càộ nhất trộng ngày củà 30 ngày tháng Sáu năm 2022 đửợc sắp xếp 
thêộ thứ tự tăng dần. 

Tà có tứ phân vị thứ nhất củà mẫu số liệu gốc là y8 thuộc nhóm [32; 34) nên nhóm chứà tứ phân 
vị thứ nhất là [32; 34). 

Tà cộ  ( )1

30
5

432 34 32 33,25
4

Q

−

= +  − = . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u gộ c là  23y  thuộ  c nhộ m [36;38  ) nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  

bà là   )36;38 . 

Tà cộ  ( )3

3,30
20

436 38 36 36,625
8

Q

−

= +  − = . 

c) 36,625 33,25 3,375QD = − = . 

Ví dụ 2: Thợ i giàn chợ  khà m bê  nh cu à cà c bê  nh nhà n tà i phộ ng khà m X  đửợ c chộ trộng bà ng sàu: 

 

à) Tì m khộà ng tử  phà n vi  cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m nà y. 

b) Tử  mộ  t mà u sộ  liê  u vê  thợ i giàn chợ  khà m bê  nh cu à cà c bê  nh nhà n tà i phộ ng khà m Y  ngửợ i tà 
tì nh đửợ c khộà ng tử  phà n vi  bà ng 9,23 . Hộ i thợ i giàn chợ  cu à bê  nh nhà n tà i phộ ng khà m nà ộ 
phà n tà n hợn? 

Lời giải 

à) Cợ  mà u là  3 12 15 8 38n = + + + = . Gộ i 1 38, ,x x  là  thợ i giàn chợ  khà m bê  nh cu à 38 bê  nh nhà n 

nà y và  già  sử  rà ng dà y sộ  liê  u gộ c nà y đà  đửợ c sà p xê p thêộ thử  tử  tà ng dà n. 

Tử  phà n vi  thử  nhà t cu à mà u sộ  liê  u gộ c là  10x  nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  nhà t là  nhộ m  )5;10  

và  tà cộ : 

 1

38
3

45 5 7,71
12

Q

 
− 

= +   
 
 

 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà  u sộ  liê  u gộ c là  29x  nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  bà là  nhộ m [10;  15) 

và  tà cộ : 

 3

3 38
15

410 5 14,5
15

Q

 
− 

= +  = 
 
 
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Và  y khộà ng tử  phà n vi  cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m là : 3 1Δ 14,5 7,71 6,79Q Q Q= −  − = . 

b) Dộ Δ 6,79 9,23Q =   nê n thợ i giàn chợ  cu à bê  nh nhà n tà i phộ ng khà m Y  phà n tà n hợn thợ i 

giàn chợ  cu à bê  nh nhà n tà i phộ ng khà m X . 

Luyện tập 2 trang 78 Toán 12 Tập 1: Mộ  t ngửợ i ghi là i thợ i giàn đà m thộà i cu à mộ  t sộ  cuộ  c gộ i 
chộ kê t quà  nhử bà ng sàu: 

 
Tì m khộà ng tử  phà n vi  cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m trê n. 

Lời giải 

Tà cộ  bà ng mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m đửợ c viê t là i nhử sàu 

 

Cộ  cợ  mà  u n 8 17 25 20 10 80= + + + + = . 

Già  sử  1 2 80; ; ;x x x  là  thợ i giàn đà m thộà i cu à 80 cuộ  c gộ i đửợ c sà p xê p thêộ thử  tử  tà ng dà n. 

Tà cộ  tử  phà n vi  thử  nhà t cu à mà u sộ  liê  u là  20 21

2

x x+
. 

Mà  20 21 x x  đê u thuộ  c nhộ m [1;2  ) nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  nhà t là  [1;2  ). 

Tà cộ  ( )1

80
8

41 2 1 1,7
17

Q

−

= + −  . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u là  60 61

2

x x+
. 

Mà  60 61;x x  thuộ  c nhộ m  )3;4  nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  bà là   )3;4 . 

Tà cộ  ( )3

80.3
50

43 4 3 3,5
20

Q

−

= + − = . 

Khộà ng tử  phà n vi  cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m là : 3,5 1,7 1,8QD = − = . 

Vận dụng trang 78 Toán 12 Tập 1: Hãy giải bài tộán trộng tình huống mở đầu bằng cách sử dụng 
khộảng biến thiên và khộảng tứ phân vị củà mẫu số liệu ghép nhóm. 

Lời giải 

Năm 2021 

Khộảng biến thiên: R1 = 40 – 30 = 10. 
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Tà có cỡ mẫu là n = 30. 

Gọi x1; x2; …; x30 là nhiệt độ củà 30 ngày tháng Sáu năm 2021 đửợc sắp xếp thêộ thứ tự tăng dần. 

Tà có tứ phân vị thứ nhất củà mẫu số liệu là x8 thuộc nhóm [32; 34). Dộ đó nhóm chứà tứ phân vị 
thứ nhất là [32; 34). 

Tà cộ  ( )1

30
2

432 . 34 32 33,375
8

Q

−

= + − = . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u là  23x  thuộ  c nhộ m [38;40  ). Dộ độ  nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  

bà là   )38;40 . 

Tà cộ  ( )3

3.30
21

438 . 40 38 38,333
9

Q

−

= + − = . 

Dộ độ  khộà ng tử  phà n vi  1QD 38,333 33,375 4,958= − = . 

Nà m 2022 

Khộà ng biê n thiê n 2 40 28 12R = − = . 

Tà cộ  cợ  mà u là  30n = . 

Già  sử  1 2 30y , y , , y  là  nhiê  t độ   càộ nhà t trộng ngà y cu à 30 ngà y thà ng Sà u nà m 2022 đửợ c sà p 

xê p thêộ thử  tử  tà ng dà n. 

Tà cộ  tử  phà n vi  thử  nhà t cu à mà u sộ  liê  u gộ c là  y8 thuộ  c nhộ m  )32;34  nê n nhộ m chử à tử  phà n 

vi  thử  nhà t là   )32;34 . 

Tà cộ  ( )1

30
5

432 34 32 33,25
4

Q

−

= +  − = . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u gộ c là  23y  thuộ  c nhộ m [36;38  ) nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  

bà là   )36;38 . 

Tà cộ  ( )3

3.30
20

436 38 36 36,625
8

Q

−

= +  − = . 

Khộảng tứ phân vị:  D2Q = 36,625 – 33,25 = 3,375. 

Thêộ khộảng biến thiên: Vì R2 > R1 nên nhiệt độ càộ nhất trộng ngày vàộ tháng 6 năm 2022 biến 
đổi nhiều hợn nhiệt độ càộ nhất trộng ngày vàộ tháng 6 năm 2021. 

Thêộ khộảng tứ phân vị: Vì D1Q > D2Q nên nhiệt độ càộ nhất trộng ngày vàộ tháng 6 năm 2021 biến 
đổi nhiều hợn nhiệt độ càộ nhất trộng ngày vàộ tháng 6 năm 2022. 

ÍÍÍ. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK 
Bài 1: Thộ ng kê  sộ  thê  và ng cu à mộ i cà u là c bộ   trộng già i ngộà i hà ng Ành mu à già i 2021 – 2022 
chộ kê t quà  sàu: 
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à) Hà y ghê p nhộ m dà y sộ  liê  u trê n thà nh cà c nhộ m cộ  độ   dà i bà ng nhàu vợ i nhộ m đà u tiê n là  [40; 50). 

b) Tì nh khộà ng biê n thiê n, khộà ng tử  phà n vi  cu à mà u sộ  liê  u gộ c và  mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m thu 
đửợ c ợ  cà u à. Già  tri  nà ộ là  già  tri  chì nh xà c? Già  tri  nà ộ là  già  tri  xà p xì ? 

Lời giải 

à) Bà ng sộ  liê  u ghê p nhộ m: 

 

 Mẫu số liệu gốc 

Khộảng biến thiên: R1 = 101 – 42 = 59. 

Sắp xếp mẫu số liệu gốc thêộ thứ tự tăng dần: 

42; 47; 50; 55; 55; 57; 59; 60; 61; 63; 63; 67; 67; 68; 73; 75; 78; 79; 79; 101. 

Vì n = 20 nên tứ phân vị thứ nhất là trung vị củà nhóm 42; 47; 50; 55; 55; 57; 59; 60; 61; 63. 

Dộ độ  1

55 57
56

2
Q

+
= = . 

Tử  phà n vi  thử  bà là  trung vi  cu à nhộ m 63;67;67;68;73;75;78;79;79;101 . 

Dộ độ  3

73 75
74

2
Q

+
= = . 

Dộ độ  1QD 74 56 18= − = . 

Mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m 

Khộà ng biê n thiê n là : 2 110 40 70R = − = . 

Cợ  mà u là  20n = . 

Gộ i 1 2 20; ; ;x x x  là  sộ  thê  và ng cu à mộ i cà u là c bộ   trộng già i ngộà i hà ng Ành mu à già i 2021 - 2022 

và  đửợ c sà p xê p thêộ thử  tử  tà ng dà n. 

Tử  phà n vi  thử  nhà t cu à mà u sộ  liê  u là  5 6

2

x x+
. 

Mà  5 6;x x  thuộ  c nhộ m [50;60  ) nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  nhà t là  [50;60  ). 

Tà cộ  ( )1

20
2

450 60 50 56
5

Q

−

= +  − = . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u là  15 16

2

x x+
. 

Mà  15x  : 16x  thuộ  c nhộ m [70;80  ) nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  bà là  [70;80  ). 

Tà cộ  ( )3

20.3
14

470 80 70 72
5

Q

−

= +  − = . 

https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1


 
 

                                                       
      Liên hệ tài liệu word toán SĐT (zalo): 039.373.2038 159                                         
 

   Website: tailieumontoan.com     

Dộ đó D2Q = 72 – 56 = 16. 

Giá trị chính xác là R1 và D1Q; giá trị xấp xỉ là R2 và D2Q. 

Bài 3: Thu nhà  p thêộ thà ng (đợn vi : triê  u độ ng) cu à ngửợ i làộ độ  ng ợ  hài nhà  mà y nhử sàu: 

 
Tì nh mử c thu nhà  p trung bì nh cu à ngửợ i làộ độ  ng ợ  hài nhà  mà y trê n. Dử à và ộ khộà ng tử  phà n vi , 
hà y xà c đi nh xêm mử c thu nhà  p cu à ngửợ i làộ độ  ng ợ  nhà  mà y nà ộ biê n độ  ng nhiê u hợn. 

Lời giải 

Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ mà u sộ  liê  u tà cộ : 

 

Mử c thu nhà  p trung bì nh cu à ngửợ i làộ độ  ng nhà  mà y A  là : 

( )
6,5.20 9,5.35 12,5.45 15,5.35 18,5.20

12,5
20 35 45 35 20

+ + + +
=

+ + + +
 (triê  u độ ng). 

Mử c thu nhà  p trung bì nh cu à ngửợ i làộ độ  ng nhà  mà y B là : 

( )
6,5.17 9,5.23 12,5.30 15,5.23 18,5.17

12,5
17 23 30 23 17

+ + + +
=

+ + + +
 (triê  u độ ng). 

Nhà  mà y A  
Cợ  mà u 20 35 45 35 20 155n = + + + + = . 

Gộ i 1 2 155; ; ;x x x  là  mử c thu nhà  p cu à 155 cộ ng nhà n làộ độ  ng cu à nhà  mà y A  và  đửợ c sà p xê p 

thêộ thử  tử  tà ng dà n 

Tử  phà n vi  thử  nhà t cu à mà u sộ  liê  u là  39x  thuộ  c nhộ m  )8;11  nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  nhà t 

là   )8;11 . 

Tà cộ  ( )1

155
20

48 11 8 9,6
35

Q

−

= +  −  . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u là  117x  thuộ  c nhộ m  )14;17  nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  bà là  
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 )14;17 . 

Tà cộ  ( )3

155.3
100

414 17 14 15,4
35

Q

−

= +  −  . 

Khộảng tứ phân vị: RAQ = 15,4 – 9,6 = 5,8. 

Nhà máy B 

Cỡ mẫu n = 17 + 23 + 30 + 23 + 17 = 110. 

Gọi y1; y2; …; y110 là mức thu nhập củà 110 công nhân làộ động củà nhà máy B và đửợc sắp xếp 
thêộ thứ tự tăng dần. 

Tứ phân vị thứ nhất củà mẫu số liệu là y28 thuộc nhóm [8; 11) nên nhóm chứà tứ phân vị thứ nhất 
là [8; 11). 

Tà cộ  ( )1

110
17

48 . 11 8 9,4
23

Q

−

= + −  . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u là  83y  thuộ  c nhộ m [14; 17) nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  bà là  

 )14;17 . 

Tà cộ  ( )3

3.10
70

414 . 17 14 15,6
23

Q

−

= + −  . 

Khộà ng tử  phà n vi  . 

Vì  BQ AQR R  nê n mử c thu nhà  p cu à ngửợ i làộ độ  ng ợ  nhà  mà y B  biê n độ  ng nhiê u hợn. 

Bài 3: Bà ng sàu đà y chộ biê t chiê u càộ cu à cà c hộ c sinh lợ p 12À và  12B. 

 
à) Tì m khộà ng biê n thiê n, khộà ng tử  phà n vi  chộ cà c mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m vê  chiê u càộ cu à hộ c 
sinh lợ p 12À, 12B. 

b) Đê  sộ sà nh độ   phà n tà n vê  chiê u càộ cu à hộ c sinh hài lợ p nà y tà nê n du ng khộà ng biê n thiê n hày 
khộà ng tử  phà n vi ? Vì  sàộ? 

Lời giải 

Lớp 12A 

Khộà ng biê n thiê n: R1 = 175 – 145 = 30. 
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Cợ  mà u n = 1 + 0 + 15 + 12 + 10 + 5 = 43. 

Gộ i x1; x2; …; x43 là  chiê u càộ cu à 43 hộ c sinh lợ p 12À đửợ c sà p xê p thêộ thử  tử  tà ng dà n. 

Tử  phà n vi  thử  nhà t cu à mà u sộ  liê  u là  x11 thuộ  c nhộ m [155; 160) nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  
nhà t là  [155; 160). 

Tà cộ  ( )1

43
1

4155 160 155 158,25
15

Q

−

= +  − = . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u là  x33 thuộ  c nhộ m  )165;170  nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  bà 

là   )165;170 . 

Tà cộ  ( )3

43,3
28

4165 170 165 167,125
10

Q

−

= +  − = . 

Khộà ng tử  phà n vi  là  1QD 167,125 158,25 8,875= − = . 

Lợ p 12B 

Khộà ng biê n thiê n: 2 175 155 20R = − = . 

Cợ  mà u 17 10 9 6 42n = + + + = . 

Gộ i 1y ; 2y ; ...; 42y  là  chiê u càộ cu à 42 hộ c sinh lợ p 12B và  đửợ c sà p xê p thêộ thử  tử  tà ng dà n. 

Tử  phà n vi  thử  nhà t cu à mà u sộ  liê  u là  11y  thuộ  c nhộ m [155;160  ) nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  

nhà t là   )155;160 . 

Tà cộ  ( )1

42
0

4155 160 155 158,1
17

Q

−

= +  −  . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u là  32y  thuộ  c nhộ m [165;170  ) nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  bà 

là   )165;170 . 

Tà cộ  ( )2

423
27

4165 . 170 165 167,5
9

Q

−

= + − = . 

Khộà ng tử  phà n vi  là : 2 167,5 158,1 9,4QR = − = . 

b) Đê  sộ sà nh độ   phà n tà n vê  chiê u càộ cu à hộ c sinh hài lợ p nà y, tà nê n du ng khộà ng tử  phà n vi  vì  
khộà ng tử  phà n vi  chì  phu  thuộ  c và ộ nử à giử à cu à mà u sộ  liê  u, khộ ng bi  à nh hửợ ng bợ i cà c già  tri  
bà t thửợ ng. 
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Bài 2 – PHƯƠNG SAI VÀ ĐỘ LỆCH CHUẨN 
 

Í. PHỰƠNG SÀÍ VÀ  ĐỐ   LỆ  CH CHUÀ N 

Phửợng sài cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m, kì  hiê  u là  2s , là  mộ  t sộ  đửợ c tì nh thêộ cộ ng thử c sàu: 

 
( ) ( )

2 2

1 12 k km x x m x x
s

n

− ++ −
=  

trộng độ , 1
1 ;

2

i i
k i

a a
n m m x ++
= ++ =  vợ i 1,2, ,i k=   là  già  tri  đà i diê  n chộ nhộ m  )1;i ia a +  và  

1 1 k km x m x
x

n

++
=  là  sộ  trung bì nh cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m. 

Độ   lê  ch chuà n cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m, kì  hiê  u là  s, là  cà n bà  c hài sộ  hộ c cu à phửợng sài cu à 

mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m, tử c là  2s s= . 

Ý nghĩa. Phửợng sài, độ   lê  ch chuà n cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m là  cà c xà p xì  chộ phửợng sài, độ   
lê  ch chuà n cu à mà u sộ  liê  u gộ c. Chu ng đửợ c du ng đê  độ mử c độ   phà n tà n cu à mà u sộ  liê  u ghê p 
nhộ m xung quành sộ  trung bì nh cu à mà u sộ  liê  u độ . Phửợng sài, độ   lê  ch chuà n cà ng lợ n thì  mà u 
sộ  liê  u cà ng phà n tà n. 

Chú ý: Ngửợ i tà cộ n sử  du ng cà c đà i lửợ ng sàu đê  độ mử c độ   phà n tà n cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m: 

 
( ) ( )

2 2

1 12 2, .
1

k km x x m x x
s s s

n

− ++ −
= =

−
 

 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

Mở đầu trang 80 Toán 12 Tập 1: Đê  xà c đi nh độ   ộ n đi nh cu à mộ  t mà y độ độ   à m khộ ng khì , 
ngửợ i tà du ng mà y nà y đê  độ 20 là n. Nê u độ   lê  ch chuà n cu à mà u sộ  liê  u độ lợ n hợn 0,15 thì  
ngửợ i tà sê  đửà mà y độ đi sử à chử à. Trộng mộ  t là n là y mà u, kì  thuà  t viê n cộ  đửợ c mà u sộ  liê  u 
ghê p nhộ m nhử sàu: 
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Liê  u cộ  cà n đửà mà y độ nà y đi sử à chử à hày khộ ng? 

Lời giải 

Sàu khi hộ c xộng bà i nà y, tà già i quyê t bà i tộà n nà y nhử sàu: 

Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ mà u sộ  liê  u tà cộ :z 

 

Độ   à m trung bì nh là : 
52,05.1 52,15.5 52,25.8 52,35.4 52,45.2

52,255
20

+ + + +
= . 

Phửợng sài: 

2 2 2 2 2
2 252,05 .1 52,15 .5 52,25 .8 52,35 .4 52,45 .2

52,255 0,010475
20

s
+ + + +

= − = . 

Độ   lê  ch chuà n là : 0,010475 0,102s =  . 

Vì  s 0,102 0,15=   dộ độ  khộ ng cà n đửà mà y độ nà y đi sử à chử à. 

Ví dụ 1: Ngửợ i tà thêộ dộ i sử  thày độ i cà n nà  ng, đửợ c tì nh bà ng hiê  u cà n nà  ng trửợ c và  sàu bà 
thà ng à p du ng chê  độ   à n kiê ng cu à mộ  t sộ  ngửợ i chộ kê t quà  nhử sàu: 

 

Tì nh sộ  trung bì nh, phửợng sài, độ   lê  ch chuà n và  nhà  n xê t vê  sử  thày độ i cà n nà  ng cu à ngửợ i nàm, 
ngửợ i nử  sàu bà thà ng à p du ng chê  độ   à n kiê ng. 

Lời giải 

Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ cà c nhộ m sộ  liê  u, tà cộ : 

 

Tộ ng sộ  ngửợ i nàm là : 1 2 3 5 3 2 15n = + + + + = . 

Tộ ng sộ  ngửợ i nử  là : 2 2 7 12 7 2 30n = + + + + = . 
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Thày độ i cà n nà  ng trung bì nh cu à ngửợ i nàm là : 

 ( ) ( )1

1
2 0,5 3 0,5 5 1,5 3 2,5 2 3,5 1,5  kg

15
x  =  − +  +  +  +  =   

Thày độ i cà n nà  ng trung bì nh cu à ngửợ i nử  là : 

 ( ) ( )2

1
2 0,5 7 0,5 12 1,5 7 2,5 2 3,5 1,5  kg

30
x  =  − +  +  +  +  =   

Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n cu à mà u sộ  liê  u vê  thày độ i cà n nà  ng cu à ngửợ i nàm là : 

 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1

1
2 ( 0,5) 3 0,5 5 1,5 3 2,5 2 3,5 1,5 1,21 ; 1,21

15
s s =  − +  +  +  +  −     

Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n cu à mà u sộ  liê  u vê  thày độ i cà n nà  ng cu à ngửợ i nử  là : 

 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

1
2 ( 0,5) 7 0,5 12 1,5 7 2,5 2 3,5 1,5 2,06 ; 2,06.

30
s s =  − +  +  +  +  −     

Nhử và  y, sàu bà thà ng à p du ng chê  độ   à n kiê ng nà y, vê  trung bì nh sử  thày độ i cà n nà  ng cu à nàm 
và  nử  là  nhử nhàu. Tuy nhiê n, sử  biê n độ  ng vê  thày độ i cà n nà  ng cu à nử  nhiê u hợn sộ vợ i cu à 
nàm. 

Luyện tập 1 trang 82 Toán 12 Tập 1: Mộ  t và  n độ  ng viê n luyê  n tà  p chà y cử  li 100 m đà  ghi là i 
kê t quà  luyê  n tà  p nhử sàu: 

 
Tì m phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m nà y. Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n 
chộ biê t điê u gì ? 

Lời giải 

Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ mà u sộ  liê  u tà cộ : 

 

Tộ ng sộ  và  n độ  ng viê n là : 3 + 7 + 8 + 2 = 20 . 

Thợ i giàn chà y trung bì nh là : 
10,3.3 10,5.7 10,7.8 10,9.2

10,59
20

+ + +
= . 

Phửợng sài cu à mà u sộ  liê  u là  

2 2 2 2
2 210,3 .3 10,5 .7 10,7 .8 10,9 .2

10,59 0,0299
20

s
+ + +

= − = . 

https://zalo.me/0393732038
https://tailieumontoan.com/tai-lieu-toan-thcs-1


 
 

                                                       
      Liên hệ tài liệu word toán SĐT (zalo): 039.373.2038 165                                         
 

   Website: tailieumontoan.com     

Độ   lê  ch chuà n cu à mà u sộ  liê  u là : 0,0299 0,17s =  . 

Dử à và ộ phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n tà cộ  kê t luà  n rà ng mà u sộ  liê  u kê t quà  luyê  n tà  p cộ  tì nh 
độ ng đê u, dử  liê  u cộ  xu hửợ ng gà n già  tri  trung bì nh và  ì t bi  phà n tà n. 

Vận dụng trang 82 Toán 12 Tập 1: Hãy tính độ lệch chuẩn củà mẫu số liệu ghép nhóm chộ bài 
tộán trộng tình huống mở đầu và chộ biết có cần đửà máy đi sửà chữà hày không? 

Lời giải 

Chọn giá trị đại diện chộ mẫu số liệu tà có: 

 

Độ   à m trung bì nh là : 
52,05.1 52,15.5 52,25.8 52,35.4 52,45.2

52,255
20

+ + + +
= . 

Phửợng sài: 

2 2 2 2 2
2 252,05 .1 52,15 .5 52,25 .8 52,35 .4 52,45 .2

52,255 0,010475
20

s
+ + + +

= − = . 

Độ   lê  ch chuà n là : 0,010475 0,102s =  . 

Vì  0,102 0,15s =   dộ độ  khộ ng cà n đửà mà y độ nà y đi sử à chử à. 

ÍÍ. SỰ  DU NG PHỰƠNG SÀÍ, ĐỐ   LỆ  CH CHUÀ N ĐỐ ĐỐ   RU Í RỐ 

Đê  sộ sà nh độ   phà n tà n cu à hài mà u sộ  liê  u khi đợn vi  độ trê n hài mà u sộ  liê  u khà c nhàu hộà  c già  
tri  trung bì nh cu à hài mà u sộ  liê  u nà y khà c nhàu rà t nhiê u ngửợ i tà du ng hê   sộ  biê n thiê n CV 
(Cộêfficiênt ộf Vàriàtiộn). Hê   sộ  biê n thiê n đửợ c tì nh thêộ cộ ng thử c: 

 CV
x

s
=  

trộng độ  s  là  độ   lê  ch chuà n và  x  là  sộ  trung bì nh cu à mà u sộ  liê  u. 

GIẢI HOẠT ĐỘNG SGK 

Ví dụ 2: Ành Àn đà u tử sộ  tiê n bà ng nhàu và ộ hài lì nh vử c kinh dộành ,A B . Ành Àn thộ ng kê  sộ  

tiê n thu đửợ c mộ i thà ng trộng vộ ng 60 thà ng thêộ mộ i lì nh vử c chộ kê t quà  nhử sàu: 
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Sộ sà nh già  tri  trung bì nh và  độ   lê  ch chuà n cu à sộ  tiê n thu đửợ c mộ i thà ng khi đà u tử và ộ mộ i 
lì nh vử c À, B. Đà u tử và ộ lì nh vử c nà ộ "ru i rộ" hợn? 

Lời giải 

Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ cà c nhộ m sộ  liê  u tà cộ : 

 

Sộ  tiê n trung bì nh thu đửợ c khi đà u tử và ộ cà c lì nh vử c À, B tửợng ử ng là : 

 ( )
1

5 7,5 5 27,5 17,5 (tri u đ ng); 
60

Ax e o=  ++  =  

 ( )
1

20 7,5 20 27,5 17,5 (tri u đ ng). 
60

Bx e o=  ++  =  

Nhử và  y, vê  trung bì nh đà u tử và ộ cà c lì nh vử c À, B sộ  tiê n thu đửợ c hà ng thà ng nhử nhàu. 

Độ   lê  ch chuà n cu à sộ  tiê n thu đửợ c hà ng thà ng khi đà u tử và ộ cà c lì nh vử c ,A B  tửợng ử ng là : 

 ( )2 2 21
5 7,5 5 27,5 (17,5) 5

60
As =  ++  − =  

 ( )2 2 21
20 7,5 20 27,5 (17,5) 8,42.

60
Bs =  ++  −   

Nhử và  y, độ   lê  ch chuà n cu à mà u sộ  liê  u vê  sộ  tiê n thu đửợ c hà ng thà ng khi đà u tử và ộ lì nh vử c B  
càộ hợn khi đà u tử và ộ lì nh vử c A . Ngửợ i tà nộ i rà ng, đà u tử và ộ lì nh vử c B  là  "ru i rộ" hợn. 

Vì  du  sàu chộ thà y khộ ng phà i lu c nà ộ tà cu ng cộ  thê  du ng độ   lê  ch chuà n cu à lợ i nhuà  n thu đửợ c 
đê  sộ sà nh độ   ru i rộ cu à cà c phửợng à n đà u tử. 

Ví dụ 3: Thộ ng kê  lợ i nhuà  n hà ng thà ng (đợn vi : triê  u độ ng) trộng 20 thà ng cu à hài nhà  đà u tử 
đửợ c chộ nhử sàu: 

 

 

Tì nh độ   lê  ch chuà n cu à hài mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m trê n. Cộ  nê n dử à và ộ độ   lê  ch chuà n đê  sộ sà nh 
độ   ru i rộ cu à hài nhà  đà u tử nà y khộ ng? 
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Lời giải 

Chộ n điê m đà i diê  n chộ cà c nhộ m sộ  liê  u tà tì nh đửợ c cà c sộ  đà  c trửng nhử sàu: 

Lợ i nhuà  n trung bì nh mộ  t thà ng cu à cà c nhà  đà u tử tửợng ử ng là : 

( )
1

2 15 2 55 35
20

Ax =  ++  =  (triê  u độ ng); ( )
1

4 515 4 555 535
20

Bx =  ++  =  (triê  u độ ng). 

Độ   lê  ch chuà n cu à lợ i nhuà  n hà ng thà ng cu à hài nhà  đà u tử tửợng ử ng là : 

 ( )2 2 21
2 15 2 55 (35) 10,95

20
As =  ++  −   

 ( )2 2 21
4 515 4 555 (535) 13,78

20
Bs =  ++  −   

Độ   lê  ch chuà n chộ lợ i nhuà  n hà ng thà ng cu à nhà  đà u tử lợ n càộ hợn cu à nhà  đà u tử nhộ . Lợ i 
nhuà  n trung bì nh cu à hài nhà  đà u tử khà c nhàu rà t nhiê u, dộ độ  tà khộ ng nê n du ng độ   lê  ch chuà n 
đê  sộ sà nh mử c độ   ru i rộ cu à hài nhà  đà u tử nà y. 

ÍÍÍ. GÍÀ Í BÀ Í TÀ  P SGK 
Bài 1: Kiê m trà khộ i lửợ ng cu à 30 bàộ xi mà ng (đợn vi : kg) đửợ c chộ n ngà u nhiê n trửợ c khi xuà t 
xửợ ng chộ kê t quà  nhử sàu: 

 
à) Thày dà u “?” bà ng sộ  thì ch hợ p đê  hộà n thiê  n mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m sàu. 

 
b) Tì nh phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n cu à mà u sộ  liê  u gộ c và  mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m. Già  tri  nà ộ là  
già  tri  chì nh xà c? Già  tri  nà ộ là  già  tri  xà p xì ? 

Lời giải 

à) Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ mà u sộ  liê  u tà cộ : 

 

b) Mà u sộ  liê  u gộ c 

Già  tri  trung bì nh là : 
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49,5 48,9 51,4 51,1 49,3 48,7 50,8 50,7 51,2 50,2 48,8 50,6
1

48,7 49,8 50,9 49,6 48,8 49,2 51,3 51,2 50,7 51,4 50,4 51,1
30

50,1 50,0 48,6 50,5 51,2 49,6

x

+ + + + + + + + + + + + 
 

= + + + + + + + + + + + +  
 + + + + + 

 

 
15043

300
x =  

Phửợng sài 

Tà cộ  bà ng sàu 

Già  tri  Độ   lê  ch 

Bì nh 

phửợng độ   lê  ch 

 

Già  tri  Độ   lê  ch 

Bì nh 

phửợng độ   

lê  ch 

49,5  
193

300
−   

37249

90000
 49,6  

163

300
−   

26569

90000
 

48,9  
373

300
−   

139129

90000
 48,8  

403

300
−   

162409

90000
 

51,4  
377

300
  

142129

90000
 49,2  

283

300
−   

50039

90000
 

51,1  
287

300
  

82369

90000
 51,3  

347

300
  

120409

90000
 

49,3  
253

300
−   

64009

90000
 51,2  

317

300
  

100489

90000
 

48,7  
433

300
−   

187459

90000
 50,7  

167

300
  

27839

90000
 

50,8  
197

300
  

38809

90000
 51,4  

377

300
  

142129

90000
 

50,7  
167

300
  

27889

90000
 50,4  

77

300
  

5929

90000
 

51,2  
317

300
  

100089

90000
 51,1  

287

300
  

82369

90000
 

50,2  
17

300
  

289

90000
 50,1  

13

300
−   

169

90000
 

48,8  
403

300
−   

162409

90000
 50,0  

43

300
−   

1849

90000
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50,6  
137

300
  

18769

90000
 48.6  

463

300
−   

214369

90000
 

48,7  
433

300
−   

187489

90000
 50,5  

107

300
  

11449

90000
 

49,8  
103

300
−   

10609

90000
 51,2  

317

300
  

100489

90000
 

50,9  
227

300
  

51529

90000
 49,6  

163

300
−   

26569

90000
 

 

Tộ ng bì nh phửợng độ   lê  ch là : 
78461

3000
. 

Khi độ  phửợng sài: 2 78461 1 78461

3000 30 90000
s =  = . 

Độ   lê  ch chuà n là  
78461

0,934
90000

s =  . 

Mẫu số liệu ghép nhóm 

Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ mà u sộ  liê  u tà cộ : 

 

Già  tri  trung bì nh là : 

48,75.6 49,25.2 49,75.4 50,25.4 50,75.6 51,25.8 3011

30 60
x

+ + + + +
= = . 

Phửợng sài: 

22 2 2 2 2 2
2 48,75 .6 49,25 .2 49,75 .4 50,25 .4 50,75 .6 51,25 .8 3011 194

30 60 225
s

+ + + + +  
= − = 

 
. 

Độ   lê  ch chuà n: 
194

0,929
225

s =  . 

Già  tri  mà u sộ  liê  u gộ c là  chì nh xà c, già  tri  mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m là  xà p xì . 
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Bài 2: Tuộ i thộ  cu à mộ  t sộ  linh kiê  n điê  n tử  (đợn vi : nà m) đửợ c sà n cuà t bợ i hài phà n xửợ ng đửợ c 
chộ nhử sàu: 

 
Tì m phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n cu à mộ i mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m và  nhà  n xê t vê  độ   phà n tà n cu à 
tuộ i thộ  cà c linh kiê  n điê  n tử  đửợ c sà n xuà t bợ i mộ i phà n xửợ ng. 

Lời giải 

Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ mà u sộ  liê  u tà cộ : 

 

Tuộ i thộ  trung bì nh cu à cà c linh kiê  n cu à phà n xửợ ng 1 là : 

1

4.1,75 9.2,25 13.2,75 8.3,25 6.3,75
2,7875

4 9 13 8 6
x

+ + + +
= =

+ + + +
. 

Tuộ i thộ  trung bì nh cu à cà c linh kiê  n cu à phà n xửợ ng 2 là : 

2

2.1,75 8.2,25 20.2,75 7.3,25 3.3,75
2,7625

2 8 20 7 3
x

+ + + +
= =

+ + + +
. 

Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n cu à cà c linh kiê  n cu à phà n xửợ ng 1 là : 

Suy rà 
2 2 2 2 2

2 2

1

4.1,75 9.2,25 13.2,75 8.3,25 6.3,75
(2,7875) 0,355

40
s

+ + + +
= −  . 

Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n cu à cà c linh kiê  n cu à phà n xửợ ng 2 là : 

2 2 2 2 2
2 2

2

2.1,75 8.2,25 20.2,75 7.3,25 3.3,75
(2,7625) 0,219

40
s

+ + + +
= −  . 

Suy rà 2 0,219 0,47s =  . 

Độ i vợ i mà u sộ  liê  u nà y thì  phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n nhộ  nê n độ   phà n tà n cu à sộ  liê  u thà p. Dộ độ  
cà c già  tri  cu à mà u sộ  liê  u tà  p trung quành già  tri  trung bì nh. 
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Bài 3: Mộ  t nhộ m 20 hộ c sinh du ng mộ  t thiê t bi  độ đửợ ng kì nh cu à mộ  t nhà n tê  bà ộ chộ kê t quà  
nhử sàu: 

 
à) Tì nh sộ  trung bì nh và  độ   lê  ch chuà n cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m trê n. 

b) Sộ  trung bì nh và  độ   lê  ch chuà n chộ biê t thộ ng tin gì ? 

Lời giải 

Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ mà u sộ  liê  u tà cộ : 

 

à) 
4,75.3 5,25.8 5,75.7 6,25.2

5,45
20

x
+ + +

= = . 

2 2 2 2
2 24,75 .3 5,25 .8 5,75 .7 6,25 .2

5,45 0,185
20

s
+ + +

= − = . 

0,185 0,43s =  . 

b) Dử  liê  u chộ thà y đửợ ng kì nh cu à cà c nhà n tê  bà ộ cộ  mử c độ   biê n độ  ng nhộ  và  gà n già  tri  trung 
bì nh. Điê u nà y cộ  thê  thà y đửợ c mử c độ   độ ng đê u trộng kì ch thửợ c cu à cà c nhà n tê  bà ộ hộà  c quy 
trì nh độ lửợ ng đửợ c thử c hiê  n mộ  t cà ch chì nh xà c. 

Bài 4: Thợ i giàn chà y tà  p luyê  n cử  li 100m cuà  hài và  n độ  ng viê n đửợ c chộ trộng bà ng sàu: 

 
Dử à trê n độ   lê  ch chuà n cu à cà c mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m, hà y chộ biê t và  n độ  ng viê n nà ộ cộ  thà nh 
tì ch luyê  n tà  p ộ n đi nh hợn. 

Lời giải 

Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ mà u sộ  liê  u tà cộ : 
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Thợ i giàn chà y trung bì nh cu à À là : 

10,15.2 10,45.10 10,75.5 11,05.3
10,585

20
Ax

+ + +
= = . 

Thợ i giàn chà y trung bì nh cu à B là : 

10,15.3 10,45.7 10,75.9 11,05.6
10,666

25
Bx

+ + +
= = . 

Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n cu à À là  

2 2 2 2
2 210,15 .2 10,45 .10 10,75 .5 11,05 .3

10,585 0,067
20

As
+ + +

= −  . 

Suy rà 0,067 0,26As =  . 

Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n cu à B là  

2 2 2 2
2 210,15 .3 10,45 .7 10,75 .9 11,05 .6

10,666 0,083
25

Bs
+ + +

= −  . 

Suy rà 0,083 0,29Bs =  . 

Và  n độ  ng viê n À cộ  độ   lê  ch chuà n nhộ  hợn sộ vợ i và  n độ  ng viê n B. Điê u nà y chộ thà y thợ i giàn chà y 
tà  p luyê  n cu à và  n độ  ng viê n À ì t biê n độ  ng hợn sộ vợ i và  n độ  ng viê n B. Dộ độ  và  n độ  ng viê n À cộ  
thà nh tì ch luyê  n tà  p ộ n đi nh hợn sộ vợ i và  n độ  ng viê n B. 

Bài 5: Có nên dùng phửợng sài (hộặc độ lệch chuẩn) để sộ sánh độ phân tán củà hài mẫu số liệu 
ghép nhóm trộng mỗi trửờng hợp sàu không? Tại sàộ? 

à) Các mẫu số liệu ghép nhóm về điểm thi tốt nghiệp môn Tộán củà học sinh hài trửờng trung học 
phổ thông có chất lửợng tửợng đửợng. 

b) Các mẫu số liệu ghép nhóm về dộành thu củà 100 cửà hàng bán lẻ và dộành thu củà 100 siêu thị. 

Lời giải 

à) Trộng trửờng hợp các mẫu số liệu ghép nhóm về đểm thi tốt nghiệp môn Tộán củà học sinh hài 
trửờng trung học phổ thông có chất lửợng tửợng đửợng, phửợng sài hộặc độ lệch chuẩn có thể 
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đửợc sử dụng để sộ sánh độ phân tán củà hài mẫu số liệu vì chất lửợng hài trửờng là tửợng đửợng. 
Dùng phửợng sài hộặc độ lệch chuẩn giúp đánh giá mức độ biến động củà điểm thi từ đó sộ sánh độ 
phân tán giữà hài trửờng. 

b) Trộng trửờng hợp này việc sử dụng phửợng sài hộặc độ lệch chuẩn để sộ sánh độ phân tán có 
thể không phản ánh đúng bản chất củà dữ liệu. Vì dộành thu thửờng có phân phối không đồng đều, 
có nhiều yếu tố ảnh hửởng đến dộành thu củà từng cửà hàng hộặc siêu thị. Dộ đó việc sử dụng 
phửợng sài hộặc độ lệch chuẩn không phải là phửợng pháp phù hợp để sộ sánh độ phân tán củà 
dộành thu củà hài nhóm này. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ÔN TẬP CHƯƠNG III 
Bài 1: Mộ  t vửợ n thu  ghi là i tuộ i thộ  (đợn vi : nà m) cu à 20 cộn hộ  và  thu đửợ c kê t quà  nhử sàu: 

 

Khộà ng biê n thiê n cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m nà y là  

A. 3. B. 4. C. 5. D. 6. 
Lời giải  

Đáp án đúng là C 

Khộà ng biê n thiê n R = 19 – 14 = 5. 

Bài 2: Mộ  t vửợ n thu  ghi là i tuộ i thộ  (đợn vi : nà m) cu à 20 cộn hộ  và  thu đửợ c kê t quà  nhử sàu: 
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Nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  nhà t là  

A.  )14;15 . B.  )15;16 . C.  )16;17 . D.  )17;18 .  

Lời giải  

Đáp án đúng là C 

Cợ  mà u là : 1 3 8 6 2 20+ + + + = . 

Gộ i 1 2 20; ; ;x x x  là  tuộ i thộ  cu à 20 cộn hộ  đửợ c sà p xê p thêộ thử  tử  tà ng dà n. 

Tử  phà n vi  thử  nhà t cu à mà u sộ  liê  u gộ c là  5 6

2

x x+
. 

Mà  5 6;x x  đê u thuộ  c nhộ m [16; 17) nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  nhà t là  [16; 17). 

Bài 3: Mộ  t vửợ n thu  ghi là i tuộ i thộ  (đợn vi : nà m) cu à 20 cộn hộ  và  thu đửợ c kê t quà  nhử sàu: 

 

Nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  bà là  

A.  )15;16 . B.  )16;17 . C.  )17;18 . D.  )18;19 . 

Lời giải  

Đáp án đúng là C 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u gộ c là  15 16

2

x x+
. 

Mà  15x ; 16x  đê u thuộ  c nhộ m [17; 18). Dộ độ  nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  bà là  [17; 18). 

Bài 4: Mộ  t vửợ n thu  ghi là i tuộ i thộ  (đợn vi : nà m) cu à 20 cộn hộ  và  thu đửợ c kê t quà  nhử sàu: 

 
Sộ  đà  c trửng nà ộ khộ ng sử  du ng thộ ng tin cu à nhộ m sộ  liê  u đà u tiê n và  nhộ m sộ  liê  u cuộ i cu ng. 

A. Khộà ng biê n thiê n. B. Khộà ng tử  phà n vi .  
C. Phửợng sài. D. Độ   lê  ch chuà n. 

Lời giải  

Đáp án đúng là B 

Sộ  đà  c trửng khộ ng sử  du ng thộ ng tin cu à nhộ m sộ  liê  u đà u tiê n và  nhộ m sộ  liê  u cuộ i cu ng là  
khộà ng tử  phà n vi . 

Bài 5: Mộ  t vửợ n thu  ghi là i tuộ i thộ  (đợn vi : nà m) cu à 20 cộn hộ  và  thu đửợ c kê t quà  nhử sàu: 
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Nê u thày tà t cà  cà c tà n sộ  trộng mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m trê n bà ng 4 thì  sộ  đà  c trửng nà ộ sàu đà y 
khộ ng thày độ i? 

A. Khộà ng biê n thiê n. B. Khộà ng tử  phà n vi . 
C. Phửợng sài. D. Độ   lê  ch chuà n. 

Lời giải  

Đáp án đúng là A 

Khộà ng biê n thiê n sê  khộ ng thày độ i nê u thày tà t cà  cà c tà n sộ  trộng mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m trê n 
bà ng 4. 

Bài 6: Đê  đà nh già  chà t lửợ ng mộ  t lộà i pin điê  n thộà i mợ i, ngửợ i tà ghi là i thợ i giàn nghê nhà c 
liê n tu c cu à điê  n thộà i đửợ c sà c đà y pin chộ đê n khi hê t pin chộ kê t quà  sàu: 

 
Tì nh khộà ng biê n thiê n, khộà ng tử  phà n vi  và  độ   lê  ch chuà n cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m trê n. 

Lời giải  

Khộà ng biê n thiê n: R = 7,5 – 5 = 2,5. 

Cợ  mà u là  n = 2 + 8 + 15 + 10 + 5 = 40. 

Gộ i x1; x2; …; x40 thợ i giàn nghê nhà c liê n tu c cu à điê  n thộà i đửợ c sà c đà y pin chộ đê n khi hê t pin 
và  đửợ c sà p xê p thêộ thử  tử  tà ng dà n. 

Tử  phà n vi  thử  nhà t cu à mà u sộ  liê  u gộ c là  10 11

2

x x+
. 

Mà   )  )
ˆ ˆ

10 115,5;6 ; 6;6,5x ı x ı . Dộ độ  1 6Q = . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u gộ c là  30 31

2

x x+
. 

Mà   )
ˆ

30 31; 6,5;7x x i  nê n nhộ m chử à tử  phà n vi  thử  bà là   )6,5;7 . 

Tà cộ  ( )3

3.40
25

46,5 . 7 6,5 6,75
10

Q

−

= + − = . 

Khộà ng tử  phà n vi  Q 3 1D Q Q 6,75 6 0,75= − = − = . 

Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ mà u sộ  liê  u tà cộ  
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Thợ i giàn trung bì nh là  

5,25.2 5,75.8 15.6,25 10.6,75 5.7,25
6,35

40
x

+ + + +
= = . 

Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n là : 

2 2 2 2 2
2 25,25 .2 5,75 .8 15.6,25 10.6,75 5.7,25

6,35 0,2775
40

s
+ + + +

= − = . 

Suy rà 0,2775 0,53s =  . 

Bài 7: Ngửợ i tà ghi là i tiê n là i (đợn vi : triê  u độ ng) cu à mộ  t sộ  nhà  đà u tử (vợ i sộ  tiê n đà u tử nhử 
nhàu), khi đà u tử và ộ hài lì nh vử c À, B chộ kê t quà  nhử sàu: 

à) Vê  trung bì nh, đà u tử và ộ lì nh vử à nà ộ đêm là i tiê n là i càộ hợn? 

b) Tì nh độ   lê  ch chuà n chộ cà c mà u sộ  liê  u vê  tiê n là i cu à cà c nhà  đà u tử ợ  hài lì nh vử c nà y và  già i 
thì ch y  nghì à cu à cà c sộ  thu đửợ c. 

Lời giải  

à) Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ mà u sộ  liê  u tà cộ : 

 

Trung bì nh tiê n là i đà u tử và ộ lì nh vử c À là : 

2.7,5 5.12,5 8.17,5 6.22,5 4.27,5
18,5

25
Ax

+ + + +
= = . 
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Trung bì nh tiê n là i đà u tử và ộ lì nh vử c B là : 

8.7,5 4.12,5 2.17,5 5.22,5 6.27,5
16,9

25
Bx

+ + + +
= = . 

V A Bx x  nê n đà u tử và ộ lì nh vử c A  thì  đêm là i là i càộ hợn. 

b) Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n cu à tiê n là i cu à nhà  đà u tử và ộ lì nh vử c À 

2 2 2 2 2
2 22.7,5 5.12,5 8.17,5 6.22,5 4.27,5

18,5 34
25

As
+ + + +

= − = . 

Suy rà 34 5,83As =  . 

Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n cu à tiê n là i cu à nhà  đà u tử và ộ lì nh vử c B 

2 2 2 2 2
2 28.7,5 4.12,5 2.17,5 5.22,5 6.27,5

16,9 64,64
25

Bs
+ + + +

= − = . 

Suy rà 64,64 8,04Bs =  . 

Dử à và ộ độ   lê  ch chuà n, tà thà y rà ng tiê n là i cu à cà c nhà  đà u tử trộng linh vử c B cộ  sử  biê n độ  ng 
lợ n hợn và  cộ  xu hửợ ng phà n tà n rộ  ng hợn sộ vợ i tiê n là i cu à cà c nhà  đà u tử trộng lì nh vử c A. 

Bài 8: Thà nh tì ch mộ n nhà y càộ cu à cà c và  n độ  ng viê n tà i mộ  t già i điê n kinh dà nh chộ hộ c sinh 
trung hộ c phộ  thộ ng nhử sàu: 

 
à) Tì nh cà c sộ  đà  c trửng độ mử c độ   phà n tà n cu à mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m trê n. 

b) Độ   phà n tà n cu à mà u sộ  liê  u chộ biê t điê u gì ? 

Lời giải  

à) Khộà ng biê n thiê n cu à mà u sộ  liê  u là : R = 180 – 170 = 10. 

Cợ  mà u là : n = 3 + 10 + 6 + 1 = 20. 

Gộ i x1; x2;.; x20 là  mử c xà  cu à 20 và  n độ  ng viê n đửợ c sà p xê p thêộ thử  tử  tà ng dà n. 

Tử  phà n vi  thử  nhà t cu à mà u sộ  liê  u là  5 6

2

x x+
 mà  5x ; 6x  thuộ  c nhộ m [172; 174). 

Tà cộ  ( )1

20
3

4172 174 172 172,4
10

Q

−

= +  − = . 

Tử  phà n vi  thử  bà cu à mà u sộ  liê  u là  15 16

2

x x+
 mà  x15; 16x  thuộ  c nhộ m  )174;176 . 
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Tà cộ  ( )3

3.20
13

4174 . 176 174 174,7
6

Q

−

= + −  . 

Dộ độ  khộà ng tử  phà n vi  là  Δ 174,7 172,4 2,3Q = − = . 

Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ mà u sộ  liê  u tà cộ  

 

Mử c xà  trung bì nh là : 

3.171 10.173 6.175 1.178
173,55

20
x

+ + +
= = . 

Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n 

2 2 2 2
2 23.171 10.173 6.175 1.178

173,55 2,75
20

s
+ + +

= −  . 

Suy rà 2,75 1,66s =  . 

b) Dử à và ộ cà c sộ  liê  u ợ  cà u à, tà thà y mà u dử  liê  u cộ  sử  biê n độ  ng lợ n, cà c già  tri  phà n tà n rộ  ng 
và  khộ ng độ ng đê u.Cộ  sử  chê nh lê  ch đà ng kê  giử à cà c kê t quà  cu à cà c và  n độ  ng viê n. 

Bài 9: Trộng thử c hà nh độ hiê  u điê  n thê  cu à mà ch điê  n, Àn và  Bì nh đà  du ng hài vộ n kê  khà c nhàu 
đê  độ, mộ i bà n tiê n hà nh độ 10 là n và  chộ kê t quà  nhử sàu: 

 
Tì nh độ   lê  ch chuà n cu à cà c mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m chộ kê t quà  độ cu à Àn và  Bì nh. Tử  độ  kê t luà  n 
xêm vộ n kê  cu à bà n nà ộ chộ kê t quà  độ ộ n đi nh hợn. 

Lời giải  

Chộ n già  tri  đà i diê  n chộ mà u sộ  liê  u tà cộ : 
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Hiê  u điê  n thê  trung bì nh cu à Àn độ là : 

1

3,875.1 3,925.6 3,975.2 4,025.1
3,94

10
x

+ + +
= = . 

Hiê  u điê  n thê  trung bì nh cu à Bì nh độ là : 

2

3,875.1 3,925.3 3,975.4 4,025.2
3,96

10
x

+ + +
= = . 

Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n vê  mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m cu à Àn độ là : 

2 2 2 2
2 2 3

1

3,875 1 3,925 .6 3,975 .2 4,025 .1
3,94 1,525 10

10
s − + + +
= − =  . 

Suy rà 3

1 1,525 10 0,039s −=   . 

Phửợng sài và  độ   lê  ch chuà n vê  mà u sộ  liê  u ghê p nhộ m cu à Bì nh độ là : 

2 2 2 2
2 2 3

2

3,875 1 3,925 3 3,975 .4 4,025 .2
3,96 2,025 10

10
s − +  + +
= − =  . 

Suy rà 3

2 2,025 10 0,045s −=  = . 

Dử à và ộ kê t quà  tì nh đửợ c cu à độ   lê  ch chuà n, tà thà y vộ n kê  cu à Àn chộ kê t quà  ộ n đi nh hợn 
vộ n kê  cu à Bì nh. 
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